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Prakata

Buku siswa ini digunakan untuk pegangan siswa SMA Kelas XI yang
disusun berdasarkan Kurikulum Sekolah Penggerak. Buku siswa ini disusun
dengan mengembangkan kompetensi abad 21, nilai-nilai Pancasila dan
menjawab tantangan era revolusi industri 4.0. Setiap bab dalam buku ini
diupayakan untuk mengembangkan kompetensi siswa yang terkait dengan
berpikir tingkat tinggi, berpikir kritis dan pemecahan masalah, kreatif dan
inovatif, komunikatif, dan kolaboratif, memuat literasi informasi, media, dan
teknologi yang diperlukan di era revolosi industri 4.0. Siswa perlu terlibat

aktif untuk mencari tahu dan mengeksplorasi matematika.

Setiap bab dalam buku ini berisi fitur-fitur yang tidak hanya dapat
digunakan siswa untuk mengembangkan kecakapan matematika, tetapi juga
untuk mengembangkan kompetensi-kompetensi yang lebih luas. Penyajian
materi dalam buku ini disusun agar siswa dapat mengeksplorasi matematika

dan menemukan nilai-nilai yang bermakna dalam kehidupan sehari-hari.

Buku ini terbagi menjadi lima bab. Bab pertama adalah Bilangan
Kompleks. Bab kedua adalah Polinomial. Bab ketiga dan keempat adalah
Matriks dan Transformasi Geometri. Bab kelimaadalah Fungsidan Pemodelan.
Melalui pembelajaran dalam setiap bab tersebut, siswa diharapkan dapat

menyelesaikan Capaian Pembelajaran yang telah ditentukan.

Jakarta, Oktober 2021
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Petunjuk Penggunaan Buku

@
9 Peta Konsep dan Kata Kunci

Peta konsep tersusun atas diagram yang menunjukkan koneksi antarkonsep
dalam bab tertentu. Bagian ini dapat kalian gunakan untuk melihat gambaran
umum keterkaitan topik-topik matematika yang akan dipelajari di dalam
bab tersebut. Bagian kata kunci terdiri dari istilah-istilah penting yang akan
disebutkan dalam bab tersebut.

C{g Pengantar Bab

Apa menariknya materi dalam bab yang akan kalian pelajari? Kalian dapat
menemukannya di bagian pengantar bab. Bagian ini berisi cerita atau fakta

menarik tentang materi di dalam bab tersebut.

N
,.Q Eksplorasi

|

Untuk belajar matematika, kalian tidak hanya sekadar membacanya tetapi
juga perlu melakukannya. Bagian eksplorasi ini memfasilitasi untuk

melakukan dan menjelajah matematika secara terbimbing.

e
g
5
3
5
=X

Bagian-bagian penting dalam materi, seperti definisi dan sifat, disajikan
dalam bentuk kolom-kolom materi. Hal ini ditujukan agar kalian dengan

mudah dapat menemukan dan membacanya kembali.

(/7 Mari Mencoba

l

Apakah kalian ingin mengetahui bagaimana penggunaan materi yang kalian
pelajari untuk menyelesaikan soal? Kalian dapat melihatnya di bagian
Contoh Soal. Setelah melihat contoh tersebut, apakah kalian ingin berlatih
mengerjakan soal yang serupa? Kalian dapat mengerjakan soal-soal dalam

bagian Mari, Mencoba.
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(- Mari Berpikir Kritis

Adanya kolom Mari, Berpikir Kritis merupakan suatu upaya untuk
membentuk kalian menjadi pelajar Pancasila yang siap hidup di abad 21.
Kolom ini mengajak kalian membiasakan diri untuk tidak hanya menerima
informasi yang diperoleh, tetapi juga untuk menganalisis, merefleksikan,
dan membuat keputusan terhadap informasi tersebut. Bagi guru, kolom
ini dapat digunakan dalam pembelajaran di kelas atau sebagai tugas yang

dikerjakan di luar kelas.

o Mari Berpikir Kreatif

S

Kolom Mari, Berpikir Kreatif sejalan dengan upaya untuk menjadikan kalian
pelajar Pancasila yang hidup di abad 21. Kolom ini berisi permasalahan yang
mengajak kalian untuk mengkreasi gagasan yang orisinal, bermakna, dan

berdampak bagi pembelajarannya sendiri ataupun orang lain.

l

EVVB Mari Berkolaborasi

Kolom Mari, Berkolaborasi bertujuan untuk membudayakan kolaboratif.
Kolom ini dimaksudkan agar kalian siap menghadapi abad 21 yang sangat
terkoneksi satu sama lain. Permasalahan dalam kolom ini perlu kalian

kerjakan dalam kelompok atau berpasangan.

EV |i| Mari Mengomunikasikan
N 12

l

Kolom Mari, Mengomunikasikan bertujuan untuk melatih komunikasi
matematis kalian. Di dalam kolom ini, kalian akan menjumpai permasalahan
yang meminta untuk menganalisis dan mengevaluasi pemikiran atau
strategi orang lain. Selain itu, di kolom tersebut kalian juga akan diajak
untuk mengomunikasikan pemikiran dan strategi secara koheren kepada

orang lain.
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é_s Matematika dan Sains

Kolom Matematika dan Sains berisi cerita atau fakta yang menunjukkan
dekatnya Matematika dengan Sains. Berdasarkan kolom tersebut, kalian
diharapkan menjadilebih tertarik mempelajari matematika dan mendapatkan

informasi-informasi di luar matematika yang berguna.

“\fs. Matematika dalam Budaya

t

Matematika ada di mana-mana, termasuk di dalam budaya. Kurang lebih
seperti itu pesan yang ingin disampaikan oleh fitur ini. Di dalam fitur ini,
kalian akan diperlihatkan bagaimana matematika muncul dalam budaya-
budaya tertentu. Melalui fitur ini, diharapkan akan lebih mencintai dan

menghargai matematika.

S
| Z

N

Latihan

Latihan terdiri dari dua bagian, yaitu Pemahaman Konsep dan Penerapan
Konsep. Bagian Pemahaman Konsep berisi soal-soal yang bertujuan untuk
memeriksa konsep-konsep penting yang diajarkan. Bagian Penerapan Konsep
berisi soal-soal dan masalah-masalah yang meminta kalian menerapkan
konsep-konsep matematika yang telah dipelajari dan mengintegrasikannya

untuk menyelesaikan masalah.

S- Rangkuman

Bagian ini berisi rangkuman dan ringkasan dari materi penting yang disajikan
dalam suatu bab. Rangkuman ini dapat kalian gunakan untuk mengingat

kembali apa saja yang telah dipelajarinya di dalam bab tersebut.

Ill\/ Uji Kompetensi

|

Uji Kompetensi terdiri dari soal-soal yang dibagi menjadi tiga kategori,
yaitu Uji Pemahaman, Penerapan, dan Penalaran. Soal-soal yang masuk ke

dalam kategori Uji Pemahaman merupakan soal-soal yang sejalan dengan
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tujuan pembelajaran yang ditetapkan. Soal-soal dalam kategori Penerapan
merupakan soal-soal penerapan matematika dalam kehidupan sehari-hari.
Kategori Penalaran berisi soal-soal yang mengajak kalian bernalar dan

membuktikan pernyataan matematis.

}4 Proyek

Fitur Proyek ini berisi masalah atau tugas. Di dalam proyek tersebut,

kalian diminta mengintegrasikan pengetahuan dan keterampilan untuk

menyelesaikan masalah atau tugas.

é> . Refleksi

Bagian Refleksi terdiri dari dua bagian. Di bagian pertama, kalian diminta
untuk menceritakan manfaat yang kalian terima setelah mempelajari materi
dalam bab tertentu. Di bagian kedua, kalian diajak untuk mengevaluasi diri

terhadap pengalaman belajar yang telah kalian alami.

. Pengayaan

:

Semua materi tidak mungkin disediakan di dalam sebuah buku. Oleh karena
itu, bagian pengayaan ini memberikan informasi bagi siswa jika mereka
ingin memperdalam dan memperkaya pengetahuan dan keterampilan yang

relevan.
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Pernahkah kalian melihat suatu persoalan yang tidak dapat

diselesaikan dalam himpunan bilangan real? Apa yang dilakukan untuk

menyelesaikan persoalan-persoalan tersebut?




Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan sebagai
berikut.

» Menjelaskan pengertian dan bentuk bilangan kompleks

» Melakukan operasi-operasi pada bilangan kompleks serta
menggunakan sifat-sifatnya untuk penyelesaian masalah

» Menjelaskan bentuk konjugat dan modulus bilangan kompleks, serta

menggunakan sifat-sifatnya untuk penyelesaian masalah

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Bentuk Polar

Bentuk Kartesius

Bentuk Eksponen

[ |

Penjumlahan Akar Pangkat n Perkullun

Bilangan Kompleks, Notasi Bilangan Kompleks, Bidang
Kompleks, Operasi Bilangan Kompleks, Bentuk Kartesius,
Bentuk Polar, Bentuk Eksponen, Akar Pangkat n.
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C{g Pengantar Bab

Solusi Persamaan Kuadrat

Salah satu pertanyaan yang muncul
saat kalian sedang mempelajari
suatu  persamaan  aljabar  ialah
menentukan solusi dari persamaan
tersebut. Pada saat menyelesaikan

persamaan tersebut, sering ditemukan

persamaan-persamaan  yang tidak
mudah diselesaikan. Bahkan ada
persamaan-persamaan yang tidak ada solusinya pada himpunan bilangan
real. Contohnya diberikan persamaan x*+ 1 = 0 maka diperoleh x*= -1. Pada
himpunan bilangan real, diketahui setiap bilangan kuadrat tidak mungkin
bernilai negatif. Oleh karena itu, persamaan tersebut tidak dapat diselesaikan

dalam himpunan bilangan real.

Di Bab 1 ini, kita akan mempelajari bilangan kompleks. Dengan
memanfaatkan konsep bilangan kompleks, kita dapat mempelajari
bagaimana peranan bilangan kompleks dalam memberikan solusi yang tidak
dapat diselesaikan dalam himpunan bilangan real. Mari, kita belajar bilangan

kompleks dengan penuh semangat!

A. Bilangan Kompleks )

Ketika di sekolah menengah pertama, kalian telah mempelajari persamaan
kuadrat. Salah satu hal yang sering ditanyakan ketika membahas tentang
persamaan kuadrat adalah solusi dari persamaan kuadrat tersebut.
Akitvitas eksplorasi berikut, akan membantu kalian memahami pentingnya

mempelajari bilangan kompleks.

Bab 1 | Bilangan KompleksII




N
4ﬁ Eksplorasi

Solusi Persamaan Aljabar
Diberikan sebuah persamaan kuadrat - 1 = 0 tentukan x yang memenuhi
persamaaan tersebut. Untuk mendapatkan nilai x perhatikan langkah-
langkah berikut.
x' —1=(x=1)(x+1) Bentuk faktorisasi a* —b* = (a—b)(a+b)
0 =(x—-1(x+1)
(x—1)=0 atau (x+1)=0 Sifat perkalian bilangan real, axb=0
x=1 atau x=-1 jika dan hanya jika a =0 atau b = 0

Perhatikan persamaan kuadrat x* + 1 = 0. Dapatkah kalian menentukan x
yang memenuhi persamaaan tersebut? Apa yang dapat kalian peroleh dari

hasil tersebut?

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita tahu bahwa tidak ada bilangan real

x yang memenuhi persaman kuadrat x’+1=0. Hal ini disebabkan x yang

memenuhi persamaan kuadrat tersebut adalah x=+/-1 atau x=—J-1.

Sedangkan pada himpunan bilangan real, v/x bernilai real untuk x adalah

bilangan real nonnegatif.

Untuk mencari solusi dari persamaan kuadrat x*+ 1 = 0, atau bentuk-
bentuk persoalan lainnya yang tidak dapat diselesaikan pada himpunan
bilangan real, diperlukan himpunan bilangan yang lebih luas. Pada bab ini
kalian akan mempelajari tentang bilangan kompleks sebagai perluasan dari

bilangan real.

1. Pengertian Bilangan Kompleks
Sebelum mengenal bentuk dari bilangan kompleks, kerjakan aktivitas

eksplorasi berikut.
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4Q Eksplorasi

Mengenal Bentuk Bukan Bilangan Real

Di jenjang sekolah menengah pertama kalian telah belajar tentang
bentuk-bentuk bilangan real. Pada aktivitas ini, kalian akan menggunakan
pengetahuan mengenaibentuk-bentuk bilangan real untuk mengindentifikasi
bentuk-bentuk mana saja yang merupakan bilangan real dan bukan bilangan

real.

1. Kelompokkan bentuk-bentuk bilangan berikut menjadi dua bagian.

1
22, -8, ﬁ’ 3+.-5, 2, V-1 dan 2—\/§

Setelah selesai mengelompokkannya, jelaskan alasan kalian dalam
mengelompokkan bentuk-bentuk tersebut!

2. Salah satu cara untuk mengelompokkan bentuk-bentuk bilangan pada
bagian 1 adalah sebagai berikut.

Kelompok 1: 2\/5 , =8, 2, dan 2—\/§

1
Kelompok 2: —, 3++/-5,dan v-1
P V-1

Menurut kalian, apa dasar pengelompokkan tersebut?

3. Pada bagian 2, bentuk-bentuk bilangan pada kelompok 1 disebut dengan
kelompok bilangan real, sedangkan bentuk-bentuk pada kelompok 2
bukanlah bilangan real. Apa yang dapat kalian simpulkan?

Pada eksplorasi tersebut, kalian telah mengenal beberapa bentuk yang bukan
bilangan real. Bentuk-bentuk bukan bilangan real di atas menjadi dasar
untuk memahami bilangan kompleks. Secara definisi bilangan kompleks

adalah sebagai berikut.
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Definisi 1.1
Pengertian Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks ialah suatu bilangan yang terdiri atas bagian real
dan bagian tidak real, bagian tidak real sering dinyatakan sebagai bagian
imajiner.
Di dalam memahami Definisi 1.1, diberikan notasi Euler untuk menyatakan
bentuk yang bukan bilangan real yakni i dimana #*=-1, sehingga bentuk

J-1 dapat dinyatakan dalam bentuk i = y/—1 . Lebih jauh, untuk memahami
pengertian dari bilangan kompleks dapat dilihat dalam contoh berikut.

Contoh 1.1

Mengidentifikasi Bilangan Kompleks

Tentukan bagian real dan imajiner dari bilangan kompleks berikut

a). 2+i
b). 2-v-4
0. 2

d). V2

Alternatif Penyelesaian
a). Bentuk 2+i=2+1i memiliki bagian real dan bagian imajiner, yakni 2

adalah bagian real dan 1 bagian imajiner

b). Bentuk 2—+/—4 dapat dinyatakan sebagai 2—+/—4 =2—2i, sehingga 2

adalah bagian real dan -2 bagian imajiner

c). Bentuk bilangan real <2 juga dapat dipandang sebagai bilangan
kompleks karena bentuk /2 dapat dinyatakan v2+0i sehingga /2

adalah bagian real dan 0 bagian imajiner

d). Bentuk +/(-2)* =/(-2)(-2)(-2) =2v-2=0+2v2i adalah bilangan kompleks

dikarenakan memuat bagian real yakni 0 dan bagian imajiner yakni 2+/2 .
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Tentukan bagian real dan imajiner dari bilangan kompleks berikut!

a). 2+4(-2)

b). 2+i°
c). 1++-9
d). 1+2i

Secara umum notasi bilangan kompleks dinyatakan dalam bentuk
z=a+ib untuk suatu a,b bilangan real. Contohnya bilangan kompleks
2+i dan 2-+/—4 dapat dituliskan sebagai z=2+i dan z=2--4=2-2i.

Sedangkan himpunan bilangan kompleks dinotasikan dengan C.

EV |i' Mari Mengomunikasikan
= ( 1<

Kalian telah mengetahui pengertian dari bilangan kompleks. Berikan

pendapatmu, apakah himpunan bilangan real bagian dari himpunan

bilangan kompleks? Jika iya, jelaskan alasannya!
Setelah memahami pengertian bilangan kompleks kita dapat
menyelesaikan persamaan kuadrat x’+ 1 = 0, yakni solusi dari persamaan
kuadrat tersebut adalah x =i atau x =-i. Untuk memahami bagaimana

solusi persamaan kuadrat dapat diselesaikan dengan memanfaatkan bilangan

kompleks. Perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.2

Persamaan Kuadrat

Tentukan solusi dari persamaan kuadrat 2z°+x+2 = 0.
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Alternatif Penyelesaian
Dengan manfaatkan rumus kuadratik untuk persamaan kuadrat

ax’ +bx+c =0, diperoleh solusi persamaan kuadrat 2z°+z + 2 = 0 adalah

1+ —4(2)(2) —1+-15

X, = = atau,
‘ 2(2) 4

2

“1++-15  —1+/15i “1-J=15 —1-/15i
= ) i dan x, = =

4 4

Tentukan solusi dari persamaan kuadrat 2* +x+2 = 0.

X

2. Bentuk - Bentuk Bilangan Kompleks

Kalian telah mengetahui pengertian dari bilangan kompleks dan contoh
bilangan kompleks, seperti 2+i, 2-i, dan lain-lainnya. Bentuk-bentuk tersebut
dinamakan bentuk kartesius bilangan kompleks dan dinyatakan dalam

definisi berikut.

Definisi 1.2

Bentuk Kartesius Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks z yang dinyatakan dalam bentuk
zZ=x+1y
dengan x, y bilangan real disebut sebagai bentuk kartesius.

Berdasarkan Definisi 1.2, bilangan x disebut bagian real dari z yang
dinotasikan dengan Re(z) atau Re(z)=x dan bilangan y disebut bagian
imajiner dari z dinotasikan dengan Im(z) atau Im(z)=1y .

Selain itu, bentuk bilangan z = x + iy dapat juga dinyatakan dalam
bentuk pasangan terurut z = (x,y). Secara geometri, bilangan kompleks dapat

direpresentasikan dalam sistem koordinat yang biasanya dinyatakan sebagai

bidang kompleks. Bagian real dari bilangan kompleks dinyatakan pada
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sumbu garis horizontal dan bagian imajiner bilangan kompleks dinyatakan

pada garis vertikal, seperti pada gambar berikut ini.

Im(z)

iyf-------

Re(z)

Gambar 1.1 Bilangan Kompleks pada Bidang Kompleks.
Untuk memahami tentang representasi bilangan kompleks pada bidang

kompleks, perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.3

Bilangan Kompleks pada Bidang Kompleks

Gambarlah bilangan kompleks berikut pada bidang kompleks.

a). z,=3-2i
b). z,=1+i
). z,=i

Alternatif Penyelesaian
Dengan memanfaatkan pengetahuan tentang koordinat kartesius, maka diperoleh
ilustrasi bilangan kompleks tersebut pada bidang kompleks berikut ini.

Im(z)

+-2i .
z;=3-21

1 -3i

Gambar 1.2 Bilangan z,, z,, dan z, pada Bidang Kompleks
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Gambarlah bilangan kompleks berikut pada bidang kompleks.

a). z,=3+2i
b). z,=-1-i
C). z,=2

Perhatikan kembali ilustrasi Gambar 1.1, terdapat sudut yang terbentuk
antara garis dari titik ke bilangan kompleks z dengan sumbu real. Dengan
memanfaatkan aturan trigonometri maka kita dapat menyatakan bilangan
kompleks z = x+ iydalam bentuk lain, yakni dinamakan bentuk polar. Untuk
menyatakan bilangan kompleks dalam bentuk polar, perhatikan ilustrasi

gambar berikut.

Im(z)

\ z=x+1y
0
P |
P |
r -’ VY
/’/ !
. ‘\@ |
- 1
------------ ~— Re(2)

Gambar 1.3 Representasi Bentuk Polar Bilangan Kompleks pada Bidang Kompleks

Perhatikan Gambar 1.3, dapat dilihat terdapat sudut antara sumbu Re(z)
dan garis penghubung titik z dan titik 0. Bentuk ini memberikan ide peng-

gunaan aturan trigonometri untuk merepresentasikan bilangan kompleks.

Berdasarkan sifat Trigonometri diperoleh cosf = X dan sing =2 , akibatnya

r

x=rcos® dan y=rsin@ dengan r=.x’+y*. Akibatnya, diperoleh
z=x+iy=rcosf+irsin@ =r(cosO +isinf). Bilangan kompleks z = r (cos
0+ i sin 60) disebut sebagai bentuk polar dan dapat dinyatakan juga sebagai

z=(r,0) atau z =rcisf .
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Definisi 1.3

Bentuk Polar Bilangan Kompleks
Misalkan x,y bilangan real maka bilangan kompleks z=x+iy dapat

dinyatakan dalam bentuk polar yakni,
z=r(cosO +isinf)dengan r=x*+y*, x =rcos0 dan y=rsinf.

Untuk memahami bentuk polar dari bilangan kompleks dapat dilihat

dalam contoh berikut.

Contoh 1.4

Bentuk Polar Bilangan Kompleks

Tentukan bentuk polar dari bilangan kompleks berikut.
a). z=1+i
b). z=+/3+i
Alternatif Penyelesaian
a). Bilangan kompleks z=1+i mempunyai r=+1?+1* =2 dan sinf = ﬁ
dan cosf = \/15 Salah satu nilai € yang memenuhi adalah 6=45°. Jadi
bentuk polar dari bilangan komplek z =1+ adalah z =~/2(cos45° +isin45°).

b). Bilangan kompleks z= J3+i mempunyai r= J&BY? +(1) =2 dan

1 1
sinf == dan cosf==+/2. Dengan memanfaatkan sudut istimewa
trigonometri maka diperoleh 6 =30". Jadi bentuk polar dari bilangan

kompleks z = J3+iadalah z =2(cos30° +isin30°).

Tentukan bentuk polar dari bilangan kompleks berikut.

a). 1+4/3i
b). —i
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Selain itu, terdapat suatu identitas yang menyatakan e” = cos @ + isin§. Dengan

memanfaatkan identitas tersebut, maka bilangan kompleks z =r(cos0 +isin8)
bisa dinyatakan dalam bentuk z=r(cosf +isinf)=re”. Bentuk bilangan

kompleks z=re” disebut sebagai bentuk eksponen. Adapun definisi bentuk
eksponen bilangan kompleks dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 1.4

Bentuk Eksponen Bilangan Kompleks

Misalkan z =r(cos@ +isinf) adalah bentuk polar bilangan kompleks
maka z dapat dinyatakan dalam bentuk eksponen yakni,

z=re
dengan e” = cos@ + isinf.

Untuk memahami bentuk eksponen dari bilangan kompleks dapat dilihat

dalam contoh berikut.

Contoh 1.5

Bentuk Eksponen Bilangan Kompleks

Tentukan bentuk eksponen dari bilangan kompleks berikut.
a). z= x/E(cos 45° +isin45’)

b). z=+/2(cos315 +isin315")

Alternatif Penyelesaian

a). Bilangan kompleks z=\/§(cos45° +isin45")dapat dinyatakan dalam

i45°

bentuk eksponen yakni z =+/2e

b). Bilangan kompleks z=\/§(cos315°+isin315°) dapat dinyatakan dalam

i315°

bentuk eksponen yakni z =+/2¢
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Tentukan bentuk eksponen dari bilangan kompleks berikut.
a). z=(cos30° +isin30")

(cos15” +isin15°)
z =
2

b).

ae e e s e e e e s s s e S e e e e s s e e e e e e e e ey |

Selanjutnya, dua bilangan kompleks z, =x, +iy, dan z, =x, +iy, dikatakan
sama jika setiap bagian realnya sama dan bagian imajinernya sama, atau
z=z, jika dan hanya jika x=x, dan y =y, Untuk memahami hal ini, dapat
dilihat pada contoh berikut.

Contoh 1.6

Kesamaan Dua Bilangan Kompleks

Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.
a). z,=3-2i dan z,=4+2i
b). z,=1+i dan z,=1-i

c). z,=1+i dan z,=i+1

Alternatif Penyelesaian

a). Bilangan kompleks z, =3—-2i berbeda z, =4 +2i, karena bagian real dari
z adalah 3 dan bagian real dari z,adalah 4. Selain itu, bagian imajiner dari
z, adalah -2 dan bagian imajiner dari z, adalah 2. Karena Re(z,) # Re(z,)

dan Im(z,)# Im(z,) maka diperoleh z, #z,.

b). Bilangan kompleks z, =1+i berbeda z,=1-i, MeskipunRe(z,)=Re(z,),
namun bagian imajiner dari z adalah 1 dan bagian imajiner dari z,adalah

-1. Dikarenakan Im(z,) # Im(z,) maka diperoleh z, #z,.

c). Bilangan kompleks z =1+i sama z,=i+1. KarenaRe(z,)=Re(z,)=1

Im(z,) =Im(z,) maka diperoleh z, =z, .
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Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.
a). z,=4—(-2i) dan z,=4+2i

b). z, =i dan z,=1-i

¢). z,=—1+i dan z, =i+1

s s~~~

Bilangan kompleks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salah. Setiap bilangan real adalah bilangan kompleks

2. Benar atau salah. Bilangan kompleks mempunyai 3 bentuk yakni bentuk

kartesius, bentuk eksponen, dan bentuk logaritma.

3. Benar atau salah. Bilangan kompleks z =1 — 37 jika digambarkan pada
bidang kompleks, maka berada dikuadran III.

Penerapan Konsep

4. Nyatakan bilangan kompleks 2+2i dalam bentuk polar dan eksponen.

5. Tentukan bilangan x dan y dengan z, = x +3i dan z, =3 —yi agar 2z, =z,!

6. Tentukan solusi dari persamaan kuadrat x> —2x+6=0!

7. Tentukan persamaan kuadrat yang mempunyai solusi x, =1+i dan

x,=1-1i!

B. Operasi pada Bilangan Kompleks J

Pada subbab sebelumnya kalian telah mempelajari tentang pengertian dan
bentuk bilangan kompleks. Bilangan kompleks dimasukkan juga sebagai

Perluasan bilangan real. Pada bilangan real, kita sudah mengenal bagaimana
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operasi penjumlahan, perkalian dan pembagian. Pada bagian ini, akan
dipelajari tentang operasi penjumlahan, perkalian, dan pembagian dari

bilangan kompleks.

1. Operasi Penjumlahan pada Bilangan Kompleks

Proses menjumlahkan dua bilangan kompleks dan mengalikan skalar
dengan bilangan kompleks juga dapat digambarkan dengan grafik seperti
menjumlahkan dua vektor. Ketika menjumlahkan dua bilangan kompleks
dengan menggunakan grafik, hal pertama yang dilakukan kita tarik ruas
garis dari titik pusat bidang kompleks ke posisi bilangan kompleks, seperti
yang ditunjukkan Gambar 1.4. Hasilnya, penjumlahan dari dua bilangan
kompleks merupakan titik ujung diagonal jajar genjang.

A

A A

Z1t+ 2, Z1+ 2,

Zy = Xy + lyz

Ty Zi =X + iy

I

\J
\J

Gambar 1.4 Penjumlahan Dua Bilangan Kompleks
Secara geometris, bilangan kompleks yang merupakan hasil kali

antara bilangan kompleks z =z +i4y dan skalar ¢ memiliki panjang |c|

kali r=./x*+y®. Gambar 1.5 berikut mengilustrasikan perkalian bilangan
kompleks dengan skalar, serta pengurangan dua bilangan kompleks.

\
cz = (cx, cy) z1 = (%1, Y1)

217 2

z= (X, y) fz = (xz, yz)

5

Gambar 1.5 llustrasi Perkalian Skalar dan Pengurangan Bilangan Kompleks
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Agar dapat memahami lebih dalam tentang penjumlahan bilangan

kompleks, coba perhatikan Contoh 1.7 berikut.

Contoh 1.7

Penjumlahan Bilangan Kompleks
Misalkan diberikan bilangan kompleks z, = 27 = (0,2) dan z,=1=(1,0)
seperti pada Gambar 1.6 berikut. Tentukan hasil dari z; +2,?

Alternatif Penyelesaian
Untuk menentukan penjumlahan dari z, dan z, kalian dapat memanfaatkan
sifat penjumlahan vektor yang telah dipelajari pada kelas X. Perhatikan

ilustrasi Gambar 1.6 berikut.

Im(z)
zZ1 = (0, 2)
2 e z1+2=(1,2)
A
r
14 o+
(0,0)
: > Re(z)
0 1

Gambar 1.6 Penjumlahan Bilangan Kompleks.
Secara sederhana, penjumlahan bilangan kompleks 2, = 2i = (0,2) dan

z = 1= (1,0) dapat dinyatakan sebagai berikut.

z,+2,=(0+2))+(1+0))=(0+1)+(2i+0i)=1+2i.

Jika diberikan bilangan kompleks z, =2+3i dan z, =1-i. Tentukan z, +z,.

Jika z, =z, +z,, bagaimana bentuk dari z, +z,?
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Secara umum, penjumlahan dua bilangan kompleks dilakukan dengan

cara menjumlahkan setiap bagian real dan menjumlahkan setiap bagian
imajiner, yakni jika z = x + iy = (%, y1)dan z, = x, +iy, =(x,,y,), maka
z, 42, = (X +x,) +i(y, +3,) = (x, +%,, 9, +¥,)

Penjumlahan dua bilangan kompleks beserta operasi-operasi lainnya

dirangkum berikut ini.

Definisi 1.5

Penjumlahan dan Perkalian Skalar bilangan kompleks

Misalkan c adalah sebuah skalar, z = x + i)y dan z = x, + iy, merupakan

dua bilangan kompleks maka berlaku sifat sebagai berikut.
a). Penjumlahan bilangan kompleks z dan z, adalah bilangan kompleks

z,+z,=(x, +x,)+i(y, +y,) =0, +x,,y, +¥,)
b). Perkalian skalar c dan z adalah bilangan kompleks

cz, = cx, +icy, =(cx,,cy,)
c). Negatif dari z adalah bilangan kompleks
-z, =-(x, +iy,) = -x, -iy, = (-x,,-y,)
d). Selisih z dan z, adalah bilangan kompleks
z,-2, = (x,-x,)+i(y,-v,) = (x,-%,, ¥, - V)

Untuk lebih memahami penjumlahan bilangan kompleks dan perkalian

skalar, cermati Contoh 1.8 berikut.

Contoh 1.8

Penjumlahan Bilangan Kompleks dan Perkalian skalar
Jika z2=(2,37)=2++i dan z=(— 3,\/5) =—3 +\/§i, tentukan 2z,

21+ 32, dan 2z, — 2,
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Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan definisi penjumlahan bilangan kompleks dan

perkalian skalar, kita peroleh hasil berikut.

2z, :2(2+lij:4+i
2
z,+3z, :(2+lij+3(—3+\/§i)
2
:(2+lij+(—9+3\/§i)
2
(1
:—7+l(5+3\/§j
1. .
2z, —z, :2(2+51)—(—3+\/§l)

:(4+i)—(—3+\/5i)
=7+i(1-/2)

Diberikan z, =-2-4i dan z, = -8+ 6i. Tentukan 3z, dan 3z, —2z,.

Kalian telah mempelajari tentang operasi penjumlahan dua bilangan
kompleks dan perkalian skalar bilangan real dengan bilangan kompleks. Di
aktivitas eksplorasi berikutnya kalian akan menyelidiki sifat-sifat operasi
bilangan kompleks. Apakah sifat-sifatnya sama-sama dengan sifat-sifat

operasi pada bilangan real? Mari, kita selidiki.

~
4@ Eksplorasi

Bagaimana sifat-sifat operasi bilangan kompleks?

Penjumlahan bilangan-bilangan real memiliki beberapa sifat, di antaranya
komutatif dan asosiatif. Sifat-sifat ini juga berlaku untuk perkalian bilangan-
bilangan kompleks. Selain itu, kalian juga telah mengetahui bahwa perkalian

bilangan real bersifat distributif terhadap penjumlahan. Apakah sifat-sifat
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ini juga berlaku pada operasi-operasi bilangan kompleks yang baru kalian
pelajari?
Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan tiga bilangan
kompleks, yaitu
z,=1-i,z,=3+2i,dan z, =—2+3i
dan dua skalar, yaitu c= -4 dan d =7.
1. Tentukan hasil penjumlahan dua bilangan kompleks berikut.

Z,+z,=......

z,+tz, =......

2 1

Apa yang dapat kalian simpulkan?

2. Tentukan hasil penjumlahan tiga bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

3. Bilangan kompleks nol adalah bilangan kompleks yang semua bagian
real dan imajinernya nol, 0=(0,0)=0+0i. Tentukan penjumlahan z,
dengan 0.

Apa yang kalian peroleh?

4. Tentukan hasil penjumlahan suatu bilangan kompleks dengan negatifnya
berikut.

Apa yang kalian peroleh?

5. Dua skalar dapat dikalikan dengan suatu bilangan kompleks dengan

cara c(dz,) atau (cd)z,. Tentukan hasil perkalian skalar berikut.
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Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

Hitung hasil perkalian skalar dan penjumlahan bilangan kompleks
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Tentukan hasil perkalian skalar dengan penjumlahan dua bilangan
kompeks berikut.

Apa yang dapat kalian peroleh?

Tentukan hasil perkalian skalar 0 dan 1 dengan bilangan kompleks z,
berikut.

Apa yang dapat kalian peroleh dari hasil tersebut?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kita mendapatkan sifat-sifat operasi

pada bilangan kompleks sebagai berikut.

Operasi Bilangan Kompleks
Misalkan z , z,, dan z, adalah bilangan kompleks, serta ¢ dan d adalah skalar.

a
b.

@

B

z2,+z,=2,+2 Sifat komutatif
(z,+2,)+z,=2,+(2,+2,) Sifat asosiatif

z, +H0=2, Sifat identitas penjumlahan
z,+(-z,)=0 Sifat invers penjumlahan
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e. c(dz))=(cd)z,

f. (c+d)z, =cz +dz Sifat distributif
g c(z,+z,)=cz +cz, Sifat distributif
h. (D)z, =z

i (0)z,=0

Untuk lebih memahami penggunaan sifat-sifat tersebut, perhatikan Contoh
1.9 berikut.

Contoh 1.9

Menggunakan Sifat-Sifat Operasi Bilangan kompleks

Untuk sembarang bilangan kompleks z, tunjukkan bahwa 4z + (—4)z =0

Alternatif Penyelesaian
Untuk menunjukkan persamaan yang diberikan, kita gunakan sifat distributif
bersama dengan sifat perkalian dengan skalar nol. Untuk sembarang bilangan
kompleks z, berlaku

4z+(—4)z=(4+(-4)z=(0)z=0
Jadi, terbukti bahwa 42+ (—4)z =0.

Buktikan bahwa 3z - %(Zz) =2z untuk sembarang bilangan kompleks z.

Berikutnya kalian akan mempelajari bagaimana perkalian dua bilangan

kompleks dan pembagian dua bilangan kompleks.

2. Perkalian Bilangan Kompleks
Kalian telah mempelajari sifat penjumlahan bilangan kompleks, selanjutnya
akan kalian pelajari operasi perkalian dua buah bilangan kompleks. Untuk

memahami perkalian dua bilangan kompleks, perhatikan contoh berikut.
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Contoh 1.10

Perkalian Bilangan Kompleks
Misalkan diberikan bilangan kompleks 2 =2 +4% dan 2, =1—2¢ maka
tentukanlah 2 X z,.

Alternatif Penyelesaian

Perkalian yang diberikan dapat diselesaikan dengan cara berikut.

z,xz, =(2+i)(1-2i) Persamaan yang diberikan
Berdasarkan sifat distributif
=2(1-2i) +i(1— 2i) perkalian terhadap
penjumlahan
Sifat perkalian bilangan
=(2-4i)+(i- Ziz) kompleks dengan skalar
=(2-4i)+({@-2(-1)) it=-1

=(2—-4i)+([+2)
=(2+2)+(—4i+i)
=4-3i

Jadi, hasil perkalian dari z, =2+idan 2z, =1—2i adalah 4 — 3i.

1
Misalkan diberikan bilangan kompleks z, =1+i dan z,= E—Zi, maka
tentukanlah z, xz,.
[ T L T N S N e T ey |
Proses perkalian bilangan kompleks memanfaatkan sifat distributif perkalian
dengan penjumlahan dan perkalian skalar dengan bilangan kompleks.

Berikut ini bentuk perkalian dua bilangan kompleks secara umum, misalkan

z, =x, +iy, dan z, =x, +iy,, maka diperoleh

z, %z, =(x, +iy,)(x, +iy,) Persamaan yang diberikan
. . ) Berdasarkan sifat distributif perkalian
=x,(x, +1y,) +iy,(x, +1y,) terhadap penjumlahan
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] ) » Sifat perkalian bilangan kompleks
=(x,x, +ix,y,) + (ix,y, +1y,y,) dengan skalar

=(x,x, +ix,y,) + (ix,y, + (-1)y,y,) it=-1
=(x,x, —y,y,) + (ix,y, +ix,y,)
= (%%, =3,3,) +i(x,y, + x,3,)
Jadi, diperoleh
z, %Xz, =(x, +iy,)(x, +iy,) = (x,x, = y,y,) +i(x,y, + x,9,) = (%, = y,V,. %V, + X,¥,)

Aktivitas eksplorasi berikutnya, kalian akan menyelidiki sifat-sifat
operasi bilangan kompleks. Apakah sifat-sifatnya sama-sama dengan sifat-

sifat operasi perkalian pada bilangan real? Mari, kita selidiki.

S
4Q Eksplorasi

Bagaimana sifat-sifat operasi perkalian bilangan kompleks?

Perkalian bilangan-bilangan real memiliki beberapa sifat, di antaranya
komutatif, asosiatif, serta memiliki identitas dan invers (lawan). Selain itu,
perkalian bilangan real bersifat distributif terhadap penjumlahan. Apakah
sifat-sifat ini juga berlaku pada operasi perkalian bilangan kompleks yang

baru kalian pelajari?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan tiga bilangan

kompleks, yaitu
z,=1-i, z,=3+2i,dan 2z, =—2+3i

dan dua skalar, yaitu c= -4 dan d = 7.

1. Tentukan hasil perkalian dua bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?
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Tentukan hasil perkalian tiga bilangan kompleks berikut.

(z,xz,)Xz= ...

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

Bilangan kompleks satuan adalah bilangan kompleks yang bagian real 1
dan imajinernya nol, 1= (1,0). Tentukan perkalian z dengan 1.

Apa yang kalian peroleh?

Hitung hasil perkalian bilangan kompleks dengan penjumlahan bilangan
kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kalian mendapatkan sifat-sifat perkalian

pada bilangan kompleks sebagai berikut.

Operasi Perkalian Bilangan Kompleks
Misalkan z,, z,, dan z,adalah bilangan kompleks maka diperoleh:

1.

Lo

b

7 Xz =7 Xz Sifat Komutatif

1 2 2 1
(Zl X ZZ) X 23 =] zl X (ZZ X z3) Slfat ASOSlatlf
Ixz=z=2zx1 Sifat Identitas Perkalian

z,x(z, +2,)=(z,x2,) +(z, xz,)  Sifat distributif perkalian terhadap

penjumlahan
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Untuk lebih memahami penggunaan sifat-sifat tersebut, perhatikan Contoh
1.11 berikut.

Contoh 1.11

Menggunakan Sifat-Sifat Perkalian Operasi Bilangan Kompleks

Untuk sembarang bilangan kompleks z dan z, tunjukkan bahwa
(z,+2,) =2/ +22,2,+7, .
Alternatif Penyelesaian
Untuk menunjukkan persamaan yang diberikan, gunakan sifat distributif
bersama dengan sifat komutatif. Perhatikan bahwa,
(z,+2,) =(z,+2,)(z, +2,) Persamaan yang diberikan

Sifat distributif perkalian

=2,(2,+2,)+2,(2,+2,) terhadap penjumlahan

Sifat distributif perkalian

=(2.2, +2.2,) + (2,2, + 2,2,) terhadap penjumlahan

=2t 4222, + 7" Sifat komutatif perkalian

Jadi, terbukti bahwa (z, +z,)" =z} + 22,2, + 2. .

Buktikan bahwa (z,-z,)' =z —2z,z,+z. untuk sembarang bilangan

kompleks z dan z,.

ae e e s e e e e s s s e e e e e s e e e S A e e e S |

Kalian akan mempelajari bagaimana bentuk invers perkalian dari bilangan

kompleks. Misalkan diberikan bilangan kompleks z = x +iy #0dan z ™' =u+iv

invers perkalian dari z maka diperoleh

1

1400 =zxz" Persamaan yang diberikan

=(x+iy)(u+iv)
Sifat perkalian dua bilangan

kompleks
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Berdasarkan Definisi 1.2 tentang kesamaan 2 bilangan kompleks, maka

diperoleh

xu—yv=1 Persamaan 1

xv+uy=0 Persamaan 2

Kalikan x pada persamaan 1 dan kalian y pada persamaan 2, maka diporoleh

Xy — Xyv =x Persamaan 3

xyv + uyz =0 Persamaan 4

Jumlahkan Persamaan 3 dan 4, maka diperoleh chu—sz2 =x. Dengan

menyederhanakan bentuk persamaan ini maka diperoleh ¥=—5—7.
X +y

Selanjutnya, substitusikan u ke dalam Persamaan 2, didapat

___ Xy
paY xz N yz .
Karena hal ini berlaku untuk sembarang z bilangan kompleks tak nol, artinya
juga berlaku untuk x yang tak nol maka diperoleh v :_xz+y2'
- . . x .y X y
Jadi, diperoleh, z7'=u+iv= 1y —zxz 7 =[x2 Y S +y2j adalah

invers dari z=x +iy.

Untuk lebih memahami bentuk invers dari bilangan kompleks, perhatikan
Contoh 1.12 berikut.

Contoh 1.12

Invers Bentuk Bilangan Kompleks

Diberikan bilangan kompleks z=(1,-1), tentukan invers dari z.

Alternatif Penyelesaian

Perhatikan untuk bilangan kompleks z=x+iy, maka diperoleh bentuk
X . y _[ X y

. -1
mvers 2 = -1 = s
x2+y2 x2+y2 x2+y2 x2+y2
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invers dari z=1—i adalah =z
1 1
dituliskan z ' ==+=i.
2 2

Diberikan bilangan kompleks z, =1—i dan z, =2+ 3i, tentukan invers dari

_ 1 . (+1 1 1,
= S 1) ;=—+—i atau dapat
1+ (-1) 1+(-1)° 2 2

z,+z,.

Mari Berpikir Kreatif

7

Dengan memanfaatkan pengetahuan yang ada, bisakah kalian menentukan

1+3i

Z=1

bagian real dan bagian imajiner dari bilangan kompleks z = ?

Kemudian, jelaskan bagaimana caranya mendapatkan bagian real dan

bagian imajner dari bilangan kompleks tersebut?

Kalian telah mempelajari tentang sifat-sifat operasi penjumlahan dan
perkalian bilangan kompleks, dari hasil tersebut dapat kita simpulkan

sebagai berikut.

Sifat Operasi pada Bilangan Kompleks

a). Jika z,,z, € C makaz, +z,eC
b). Jika z,,z, € C maka z, xz,eC
c). (z,+z,)+z,=z +(z,+z,)

d) (ZIXZZ)XZ3=ZIX(22XZ3)

e). z,+2,=2,+2

f). z,xz,=z,xz,
g). Terdapat 0 e C sedemikian sehingga 0+z =z =2z+0 untuk setiap 1 C

h). Terdapat 1€ C sedemikian sehingga 1xz =z =2zx1 untuk setiap zeC
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i). Misalkan z € C maka terdapat —z € C dimana berlaku z +(-z) =0
j). Misalkan z #0 e C maka terdapat z' € C dimana berlaku zxz™" =1

k). z,x(z,+2,)=(z,xz,)+(z,xz,)

Operasi Bilangan Kompleks

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salah. Setiap penjumlahan bilangan kompleks akan

menghasilkan bilangan kompleks juga.

2. Benar atau salah. Jika diberikan bilangan kompleks z, =(1,2) dan z, =(3,4),

Z 2 11
maka —1=(—,—j
z, \2525

3. Benar atau salah. Misalkan z, dan z, dua bilangan kompleks, maka
diperoleh Im(z,+z,)=Im(z,) - Im(z,)
Penerapan Konsep

Tentukan hasil penjumlahan dan perkalian dua bilangan kompleks pada

nomor 4 dan 5.

4. z, =3+2i dan z,=2-3i

; 1
5. 21:3+\/§l dan z,=—=-3i

V2

Tentukan invers dari setiap bilangan kompleks pada nomor 6 dan 7.

6. 1+i

8. Tentukan bilangan real x dan y yang memenuhi (1+ 2i)x +(1—2i)y =1—i

x-3 y-3
3+i 3—i

9. Tentukan bilangan real x dan y yang memenuhi
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C. Konjugat, Modulus, dan Argumen Bilangan Kompleks Beserta
Sifat-Sifatnya

1. Konjugat Bilangan Kompleks

Kalian telah mempelajari tentang pengertian dan bentuk bilangan kompleks.
Perhatikan bahwa, setiap bilangan kompleks z=x+iy mempunyai

sekawannya yakni z =x-—iy. Untuk memahami lebih detail tentang

sekawan bilangan kompleks perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.13

Sekawan Bilangan Kompleks

Tentukan sekawan setiap bilangan kompleks berikut!

a). 2+4i

b). 2

c). 3-2i

d). 3i
Alternatif Penyelesaian.

a). Bilangan kompleks 2+i mempunyai bentuk sekawan 2-i.

b). Bilangan 2 dapat dinyatakan dalam bentuk 2+0i, sehingga bentuk
sekawan dari 2+0i adalah 2-0i = 2.

c). Bilangankompleks3-2i=3+(-2i) mempunyaibentuk sekawan 3—(-21)=3+2i.

d). Bilangan kompleks 3i dapat dinyatakan dalam bentuk 0+3i, sehingga
bentuk sekawan dari 0+3i adalah 0-3i=-3i.

Tentukan sekawan setiap bilangan kompleks berikut!

a). 2+i°

b). 141
1

c). 1+2i
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Bentuk sekawan bilangan kompleks z = x +iy yakni z = x —iy dinamakan
juga sebagai konjugat dari bilangan kompleks z = x+iy. Adapun definisi
dari konjugat bilangan kompleks adalah sebagai berikut.

Definisi 1.6

Konjugat Bilangan Kompleks

Misalkan z = x +iy adalah bilangan kompleks, konjugat dari z dinotasikan

zdan dinyatakan dalam bentuk z = x—iy.

(— Mari Berpikir Kritis

[

Mungkinkah ada bilangan kompleks z=x+iy yang sama dengan
konjugatnya? Jika ada tentukan syarat suatu bilangan kompleks sama

dengan konjugatnya!

Di aktivitas eksplorasi berikutnya kita akan menyelidiki sifat-sifat operasi
konjugat bilangan kompleks. Apakah sifat-sifatnya sama dengan sifat-sifat
pada bilangan kompleks? Mari, kita selidiki.

S
4Q Eksplorasi

Bagaimana sifat-Sifat konjugat bilangan kompleks?

Apakah konjugat dari penjumlahan bilangan kompleks sama dengan jumlah
dari konjugat setiap bilangan kompleks? Apakah konjugat dari perkalian
dua bilangan kompleks sama dengan hasil kali dari setiap konjugat bilangan

tersebut?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan dua bilangan

kompleks, yaitu.

z,=1-i dan z,=3+2i,

1. Tentukan hasil konjugat dari penjumlahan dua bilangan kompleks
berikut.
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Apa yang dapat kalian simpulkan?

Tentukan hasil konjugat dari pengurangan dua bilangan kompleks
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Tentukan hasil konjugat dari perkalian dua bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Tentukan hasil konjugat dari pembagian dua bilangan kompleks berikut.

iy
)

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

Diberikan bilangan kompleks z=1-i. Tentukan konjugat dari invers
bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Diberikan bilangan kompleks 2z, =1-i maka diperoleh z, =1+i.
Kemudian tentukanlah z =......

Apa yang dapat kalian simpulkan?
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7. Tentukan hasil perkalian bilangan kompleks dengan konjugatnya
berikut.

[Re(z))] +[Im(z)] = ... ...
Apa yang dapat kalian simpulkan?

8. Tentukan hasil pengurangan bilangan kompleks dengan konjugatnya
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

9. Tentukan hasil penjumlahan bilangan kompleks dengan konjugatnya
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kalian mendapatkan sifat-sifat operasi

pada konjugat dari bilangan kompleks sebagai berikut.

Operasi Konjugat Bilangan Kompleks
Misalkan z, z, dan z,, adalah bilangan kompleks maka diperoleh:

a). z,+z,=2,+2,

b). 2z,—z,=2 -2,
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f) z=z
g). z xz= [Re(z)]2 + [Im(z)]2
h). z —z =2iIm(z)

i) z +z_=2Re(z)

Untuk lebih memahami penggunaan sifat-sifat tersebut, perhatikan Contoh
1.14 berikut.

Contoh 1.14

Operasi pada Konjugat Bilangan Kompleks

Misalkan diberikan bilangan kompleks z = x + ¢y, tentukan nilai x dan y
yang memenuhi Im (3i+3z) = 9.

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan bahwa untuk bilangan kompleks z =x+ 7y, maka diperoleh

3i+3z =3i+3(x —iy) = 3x +i(3—y). Dengan memanfaatkan definisi konjugat

atau Sifat 3.1 (1) diperoleh 3i+3z=3x+i(y—3) Karena Im(3i+3z)=9,

atau y-3 = 9 maka diperoleh y = 12 dan x sembarang bilangan real.

Misalkan diberikan bilangan kompleks z =z + 4y, tentukan nilai x dan y

yang memenuhi Re(Zi + 22) =8 .

Mari Berpikir Kreatif
&

Diberikan bilangan kompleks z =z +1dy. Bisakah kalian menyatakan

bagian real z dan imajiner z dalam bentuk z dan z .
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2. Modulus dan Argumen Bilangan Kompleks
Pada subbab A telah diberikan representasi bilangan kompleks pada bidang
kompleks. Lihat kembali Gambar 1.3 pada subbab A sebagai berikut.

Im(z)

Pada subbab A dijelaskan bahwa dengan memanfaatkan aturan Trigonometri

maka diperoleh x =rcos® dan y =rsin@ dengan r = /x* +y*.

Perhatikan bahwa, r=4/x*+y’ dinyatakan sebagai modulus dari z. Definisi

dari modulus dari z dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 1.7

Modulus Bilangan Kompleks

Modulus bilangan kompleks z = x +iy adalah

2| =r =/x*+y°

Untuk lebih memahami modulus dari bilangan kompleks, cermati contoh

berikut.

Contoh 1.15

Modulus Bilangan Kompleks

Tentukan modulus setiap bilangan kompleks berikut

a). z,=2+1i
b). z,=2
c). z;=3-2i
d). z,=3i
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Alternatif Penyelesaian
a). Bilangan kompleks z, =2+i mempunyai modulus |z,|=+/(2)° +(1)° = J5

b). Bilangan z, =2 dapat dinyatakan dalam bentuk 2+01, sehingga mempunyai
modulus |z,| =+/(2)° +(0)* =2

¢). Bilangankompleks z, =3 - 2i mempunyaimodulus |z,| = /(3)* + (-2)* =13

d). Bilangan kompleks z, =3i dapat dinyatakan dalam bentuk 0+3i, sehingga
mempunyai modulus |z,| =+/(0)° +(3)° =3

Tentukan modulus setiap bilangan kompleks berikut.

a). 2+
b). 1+1.

1
c). 1+2i

Di aktivitas eksplorasi berikutnya, kita akan menyelidiki sifat-sifat modulus

bilangan kompleks. Mari, kita selidiki.

K]
4Q Eksplorasi

Bagaimana sifat-sifat modulus bilangan kompleks?

Apakah modulus dari penjumlahan bilangan kompleks sama dengan jumlah
dari modulus setiap bilangan kompleks? Apakah modulus perkalian dari
perkalian dua bilangan kompleks sama dengan hasil kali dari setiap modulus
bilangan tersebut? Bagaimana sifat-sifat lainnya dari modulus bilangan

kompleks?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan dua bilangan

kompleks, yaitu

z,=1-i dan z,=3+2i,
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1. Tentukan modulus dari bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

2. Tentukan hasil modulus dari pengurangan dua bilangan kompleks

berikut.
P
2, ~z|=. ...

Apa yang dapat kalian simpulkan?

3. Tentukan hasil kuadrat dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

4. Tentukan hasil perkalian dari modulus bilangan kompleks berikut.

o[z = . ...

|z, xz,|=......
Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

5. Tentukan hasil pembagian dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?
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6. Tentukan hasil penjumlahan dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil di atas, apa yang dapat kalian simpulkan?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kita mendapatkan sifat-sifat operasi

pada modulus dari bilangan kompleks sebagai berikut.

Operasi Modulus Bilangan Kompleks
Misalkan z, dan z,, adalah bilangan kompleks maka diperoleh:

Z

a). |Z1|:|_Zl|:
b). |ZI_ZZ|=|ZZ_ZI|
c).

d). |z, xz,|=|z| x|z

7 —
=|Zl| =z, Xz

2
Zl

_kl

) |22|

f). |Z1 +Zz| ¢|Zl|+|22|, lebih jauh diperoleh |z1 +zz| £|zl|+|zz|

Z

2,

e).

Untuk lebih memahami penggunaan sifat modulus pada Sifat 1.5 perhatikan
Contoh 1.16 berikut.

Contoh 1.16

Modulus Bilangan Kompleks

Misalkan diberikan bilangan kompleks z = % ; ii . Tentukanlah |z|.
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Alternatif Penyelesaian

Perhatikan bahwa untuk bilangan kompleks z = 3 + 4 dapat dipandang
menjadi z = % untuk z, =1-2i dan z, =3+4i. Sehingga diperoleh
ZZ

|z|_1—2i|_\/12+(—2)2 V51
C3+dil rigr V2505

Misalkan diberikan bilangan kompleks z = % Tentukanlah |z|.

Kalian telah mempelajari modulus dari bilangan kompleks beserta sifat-
sifatnya. Selanjutnya, perhatikan kembali Gambar 1.3, 6 pada pada Gambar
1.3 dinyatakan sebagai argumen dari z. Definisi dari argumen utama dari z

dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 1.8

Argumen Utama Bilangan Kompleks

Diberikan bilangan kompleks z =r(cosf +isinf) maka 0 dinyatakan
sebagai argumen utama dari z dan dinotasikan dengan Arg(z) = 0 dan 0 <
0 <2

Untuk lebih memahami argumen utama dari bilangan kompleks, cermati

contoh berikut.

Contoh 1.17

Argumen Utama Bilangan Kompleks

Tentukan argumen utama setiap bilangan kompleks berikut.
a), z=1+i

b). z=3+i
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Alternatif Penyelesaian

a). Memanfaatkan Contoh 1.4, bilangan kompleks z=1+i mempunyai

bentuk polar z = J2(cos45° +isin45°). Oleh karena itu diperoleh argumen

utama dari z adalah Arg(z) =45

b). Bilangan  kompleks z= J3+i mempunyai  bentuk  polar

z=2(cos30° +isin30°) . Oleh karena itu diperoleh argumen utama dari

zadalah Arg(z) =30

Tentukan argumen utama bilangan kompleks berikut.

a). 1+ J3i
b). —i

Argumen bilangan kompleks z, bukanlah suatu besaran yang tunggal. Setiap
bilangan kompleks z mempunyai tak hingga banyaknya argumen yang
berbeda satu sama lainnya dengan kelipatan 2. Perhatikan bilangan kompleks
z=r(cosf +isinf), dengan memanfaatkan aturan pada trigonometri
diperoleh z = r(cos0+isin0) = r(cos(0 + 2kz)+ isin(0 + 2kw)) untuk

suatu k bilangan bulat.

Oleh karena itu, argumen dari bilangan kompleks z =r(cosf +isinf) dapat
dinyatakan Arg(z) = {9 + 2km :untuk k bilangan bulat}.

Contoh 1.18

Argumen Bilangan Kompleks

Tentukan argumen setiap bilangan kompleks berikut.

a). z=1+i

b). z=3+i
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Alternatif Penyelesaian
a). Memanfaatkan Contoh 1.17, argumen bilangan kompleks z=1+i adalah
Arg(z) = 45 + 2kw untuk k bilangan bulat.

b). Argumen bilangan kompleks z = J3 +i adalah Arg(z) = 30" + 2km untuk
k bilangan bulat.

Tentukan argumen bilangan kompleks berikut.

a). 1++/3i
b). —i

Kalian telah mempelajari tentang kesamaan dua bilangan kompleks dalam
bentuk kartesius. Selanjutnya, misalkan diberikan dua bilangan kompleks
dalambentuk polaryakni z, = 71 (cos 0, +isin 0, ) dan 2z, = 7, (cos 0, + isin 0, )
maka z, =z, jika dan hanya jika r, =r, dan 0, — 0, = 2kmuntuk k bilangan
bulat.

Untuk lebih memahami kesamaan dua bilangan kompleks dalam bentuk

polar, cermati contoh berikut.

Contoh 1.19

Kesamaan dua Bilangan Kompleks

Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.
a). z,= J2(cos45" +isin45’) dan 7, = V2(cos95° +isin95°)
b). z = cos30° +isin30°dan 2 = (cos 390" + isin 390")

Alternatif Penyelesaian

a). Perhatikan bahwa  Arg(z,)=45 dan  Arg(z,)=95. Karena
Arg(z) —Arg(2,) # 2kn untuk berapapun nilai k bilangan bulat maka

diperoleh z, #z,.
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Perhatikan bahwa

b). |za|=1=lz,| dan Are(z)-Arg(z,)=30"-390"=-360" =27(-1)  maka

diperoleh z, =z,.

Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.
a). z, =2 dan z, =2(cos360" +isin360°)

b). z, =(cos30° +isin30°) dan z, = 2¢™"

Selanjutnya, akan diberikan sifat-sifat dari argumen pada operasi bilangan

kompleks sebagai berikut.

Sifat Argumen Pada Bilangan Kompleks
Misalkan z = ri(cos@, + isinf,) dan z = r(cosf,+ isinf,) adalah dua
bilangan kompleks maka diperoleh

a). Argumen dari z, Xz, adalah
Arg(z X ) ={Arg(z) + Arg(z) + 2km:k € 7}

b). Misalkan z, #0, argumen dari -~ adalah
ZZ

Arg(%) ={Arg(z)— Arg(z) + 2kr:k € Z}

Untuk lebih memahami agrumen dari operasi dua bilangan kompleks,

cermati contoh berikut.

Contoh 1.20

Argumen dua Bilangan Kompleks

Tentukan argumen hasil perkalian dan pembagian dari dua kompleks

z, =2(cos45 +isin45°) dan z, =3(cos95 +isin95’).
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Alternatif Penyelesaian

Perhatikan bahwa, Arg(z,)=45 dan Arg(z,)=95. Dengan memanfaatkan
sifat argumen maka diperoleh argumen hasil perkalian 21 dan 2: adalah

Arg(zi X z) = {140 + 2km: k € 7} . Sedangkan argumen hasil pembagian 2z,
dan z: adalah Arg(%) ={-50+2km:keZ}.

Tentukan argumen hasil perkalian dan pembagian dari dua kompleks z, =2

dan z, =2(cos360° +isin360°) .

l

EVV; Mari Berkolaborasi

Perhatikan Sifat 1.6, coba kalian diskusikan bersama teman-teman dalam
kelompok di kelas. Bagaimana memperoleh argumen dari hasil perkalian
dan pembagian dua bilangan kompleks seperti pada Sifat 1.6? Selanjutnya,

bisakah kalian memperoleh argumen dari perkalian bilangan kompleks

Zl’zz’.”’zn ?
77 Konjugat, Modulus dan Argumen Bilangan
» Latihan C Kompleks

Kerjakan latihan berikut dengan cermat dan tepat!

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salah. Setiap bilangan kompleks selalu mempunyai tepat satu

konjugat.

&

Benar atau salah. Misalkan diberikan bilangan kompleks z, dan z,, maka

diperoleh |z1 + zz| = |zl| + |z2|
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3. Benar atau salah. Misalkan diberikan bilangan kompleks z, dan z,, maka
diperoleh |z,|-|z,| <[z, - z,|
4. Benar atau salah. Misalkan diberikan bilangan kompleks z dan z,, maka

diperoleh Arg(z, +z,)= Arg(z,)+ Arg(z,)
Penerapan Konsep

3+3i 4i
+

2+3i 2-3i
6. Misalkan z dan z, adalah bilangan kompleks, periksa apakah

5. Tentukan konjugat dan modulus dari bilangan kompleks z =

z,xz,+z,%xz, bernilai real atau tidak.
7. Misalkan diberikan bilangan kompleks z dengan z + 1 bernilai real dan

Im(z) # 0, perlihatkan |z|=1.
8. Tentukan semua bilangan kompleks z yang memenuhi |z[=1 dan
‘22+EZ‘:1

9. Tentukannilai r dan®dengan z, =r(cos15° +isin15") dan z; = cos 0" + i sin 0

agar 21 = 2!

1. Konsep bilangan kompleks dipandang sebagai perluasan dari bilangan
real. Konsep bilangan kompleks dimanfaatkan untuk menyelesaikan
persoalan-persoalan yang tidak dapat diselesaikan dalam himpunan

bilangan real.

2. Diberikan dua bilangan kompleks z =x+ iy =(x,y) dan
z,=x, +iy, =(x,,y,) dan sebuah skalar c, kita dapat melakukan operasi

penjumlahan, pengurangan, perkalian skalar terhadap kedua bilangan
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kompleks tersebut. Definisi operasi-operasi tersebut adalah sebagai
berikut.

e Zitz,=(x+x,)+i(y, +y,)=(x,+x,,y,+Y,)
. cz, =cx, +icy, =(cx,,cy,)

o =z, =—(x,+iy,)=—x, —iy, =(=x,,—y,)

o 2 =2, = (0 = x) Fi(y, —y,) = (6~ X, 9, - Y,)

3. Sembarang bilangan kompleks tak nol z=x+iy mempunyai invers,

_ . X . X
z' =utiv= 2 2 1 zy 2 | 2 20 zy 2
X +y X +y X +y X +y :

4. Operasi penjumlahan dan perkalian pada bilangan kompleks memiliki

beberapa sifat-sifat sebagai berikut.

« Jika z,,z, € C makaz, +z, € C Tertutup terhadap operasi penjumlahan
« Jika z,,z, € C maka z, xz, € C Tertutup terhadap operasi perkalian
o (z,+2,)+2, =2 +(z,+2,) Sifat asosiatif untuk penjumlahan
o (z,xz,)xz,=2,%(z,%z,) Sifat asosiatif perkalian
o 2z, tz,=2z,+2 Sifat komutatif penjumlahan
o % X2, =2, Xz Sifat komutatif perkalian
o z,xX(z,+2,)=(z,x2,)+(z, x2,) Sifat distributif

5. Misalkan diberikan bilangan komplek z = x+iy, modulus dari z dinotasikan
dengan |z| dan didefinisikan disebagai |z| =/x* +y® . Misalkan z, dan z,,
adalah bilangan kompleks, maka sifat-sifat operasi yang berlaku pada
modulus bilangan kompleks adalah sebagai berikut.

Zy

. al=la]=
* |Z1 _ZZ|:|ZZ _Zl|

2
=h|=qxq

2
Zl

° |Z1XZZ|:|21|X|ZZ|
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. |Zl + Zz| # |Zl| +|Zz|, lebih jauh diperoleh |Z1 + Zz| < |zl| + |zz| .

Setiap bilangan komplek z=x+iy mempunyai konjugat sekawan

Z = x—iy. Misalkan z, dan z,, adalah bilangan kompleks, sifat-sifat yang
berlaku pada operasi konjugat bilangan kompleks adalah sebagai berikut.

° zZ,+z

* Xz, =z Xz,

z z

1 1

. —J—=,untuk z, %0

2 2

=) -1

° 1:(z)
o zZ=Z

. zxz= [Re(z)]2 + [Im(z)]2
. z,— z_1 =2iIm(z)
.« z+ z_1 =2Re(z)

Diberikan bilangan kompleks z =r(cosO +isinf) maka
Arg(z) = {0 + 2km :untuk k bilangan bulat}

Misalkan z = 7 (cos 0, + isin 0,)dan z = n(cos@,+ isinf,) adalah dua
bilangan kompleks maka diperoleh

» Arg(a X z) ={Arg(z)+ Arg(z) + 2kn:k e 7}

> Arg(%) ={Arg(z)— Arg(z) +2kn:k € Z}
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman
Benar atau Salah. Berdasarkan sifat-sifat bilangan kompleks yang telah
kalian ketahui, tentukan apakah pernyataan pada nomor 1 - 4 benar atau

salah. Misalkan diberikan bilangan kompleks z, =2+3i, z,=2-3i  z, =3I,

z,=2.
1. z,+2,=2,
2. z, =2z,

3. z,Xz,=2z +2z,

4. 7, Xz, = 232

Menulis Bilangan kompleks. Diberikan bilangan kompleks dalam bentuk
pasangan terurut (a,b) nomor 5-6 . (a) Nyatakan bilangan kompleks berikut

ini dalam bentuk kartesius, (b) Tulis bentuk bilangan kompleks berikut ini

dalam bentuk polar.
5. (4,-3)
6. (-2,-2)

Menggambar bilangan kompleks pada bidang kompleks. Diberikan
bilangan kompleks dalam bentuk pasangan terurut (a,b) nomor 7-8.

Gambarlah bilangan kompleks berikut ini pada bidang kompleks.

7. (3,1)

8. (-3,2)

Operasi-Operasi Bilangan Kompleks. Diberikan bilangan kompleks
z,=4-3i z,=-2-2i, z, =3+, z, =—3+2i . Hitunglah!

9. zytz,+z5+2z,

z z z z
10, L4224 8474
Z, Z3 2, %
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2 2
11. Z4 +Z2

2 2
z3 +2;
12. Kesamaan Dua Bilangan Kompleks. Tentukan bilangan real x dan y
1
yang memenuhi (4 - 3i)x” + (3 + 2i)xy =4y’ — Exz +(3xy —2y*)i !

13. Tentukan solusi dari persamaan kuadrat x*+2x+6 = 0!

14. Tentukan persamaan kuadrat yang mempunyai solusi x,=i dan x, = ﬁ !

Konjugat, Modulus dan Argumen Bilangan Kompleks. Tentukan

konjugat, modulus, dan argumen dari bilangan kompleks nomor 15 - 16.
15. (4, -3)

16. (-2, -2)

Penerapan
17. Diberikan bentuk persamaan kuadrat ax*+ bx+c=0. Tentukan solusi secara
umum dari persamaan kuadrat tersebut untuk sembarang a#0 dan b,c

adalah bilangan real.

18. Diberikan sebuah fungsi gelombang radial dari hidrogen untuk orbital 2p
dalam bentuk Vr,, =F sin0e*” f(r) Nyatakan bentuk fungsi gelombang

radial tersebut dalam bentuk polar.

Penalaran

19. Tentukan hasil penjumlahan dari i**' +i*% +i"" +- +i+1.

20. Diberikan bilangan kompleks z dan z, dengan |2 |=|z:|= 1dan z z,#1,

zZ, +z,

memuat bagian imajiner yang tak nol.

periksa apakah bentuk

Berbeda Tetapi Tetap Sama

Kalian telah mempelajari tentang berbagai bentuk dari bilangan kompleks.

+ Z,Z,

Ada bentuk kartesius, ada bentuk polar, dan ada bentuk eksponen.

Terpikirkah oleh kalian, mengapa bilangan kompleks perlu dinyatakan
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dalam berbagai bentuk? Mengapa tidak satu bentuk saja yang dikenal, yakni
bentuk kartesius? Dari ketiga bentuk tersebut adakah bentuk yang paling
baik?

Pada proyek ini kita akan mencoba menerapkan bentuk-bentuk bilangan
kompleks dalam perhitungan. Berikan pendapatmu dengan tentang
kelebihan dan kekurangan dari setiap bentuk kartesius, polar, dan eksponen
dari bilangan kompleks. Langkah awal adalah membentuk tiga kelompok,
kemudian lakukan langkah berikut.

Membuat permasalahan

1. Bentuklah tiga kelompok yakni kelompok bentuk Kartesius, kelompok
Eksponen, dan kelompok bentuk Polar.

2. Setiap kelompok tuliskan beberapa bilangan kompleks sesuai bentuk
dari kelompok masing-masing, sebagai contoh:

Kelompok z, z, A

Kartesius (2-3i) (4+5i) (5-2i)

Polar V2(cos45" +isin45)  3(cosO’ +isin0°) 5(cos60° +isin60")
Eksponen V2! 3¢ 5660

3. Setiap kelompok susunlah pertanyaan-pertanyaan dari petunjuk berikut.
a). Ubahlah bilangan kompleks yang ada ke dalam bentuk sesuai nama

kelompok?

b). Interpretasikan bilangan kompleks yang diperoleh ke dalam bidang
kompleks

c). Tentukanbentuk hasil pangkat 2021 dari bilangan kompleks tersebut.

d). Tentukan bagian real dan imajiner dari hasil perpangkatan 2021 dari

bilangan kompleks tersebut.

4. Kemudian pertanyaan-pertanyaan serta bilangan kompleks yang sudah
kalian susun kirimkan ke kelompok-kelompok lainnya.
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Aturan permainan

1. Setiap anggota dalam kelompok masing-masing, berdiskusi
menyelesaikan pertanyaan-pertanyaan yang diberikan dari kelompok
lain.

2. Setiap kelompok membuat analisis apakah pertanyaan tersebut mudah
diselesaikan dengan bentuk bilangan kompleks sesuai nama kelompok
sendiri atau kelompok lain?

3. Jelaskan mengapa penyelesaian tersebut dirasakan mudah?

4. Buatlah suatu simpulan persoalan seperti apa yang mudah diselesaikan
dalam bentuk bilangan kompleks sesuai kelompok masing-masing.

5. Lakukan pertukaran dari anggota setiap kelompok dengan membentuk
kelompok baru yang terdiri dari satu perwakilan dari setiap kelompok
awal.

6. Setiap anggota di kelompok baru menyampaikan hasil yang diperoleh
dari diskusi kelompok awal.

7. Tuliskan simpulan dari proyek yang kalian buat.

s~~~

b . | Refleksi

Ingatlah kembali pengalaman belajar kalian di Bab 1 Bilangan Kompleks ini.
Setelah itu, refleksikan pengalaman belajarmu tersebut dengan menanggapi

pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di

Bab 1 Bilangan Kompleks? Ceritakan manfaat yang dapat kalian rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar di
Bab 1 Bilangan Kompleks? Apakah semua strateginya sudah membantu

untuk belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 1 Bilangan
Kompleks ini dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel
berikut.
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Target Pembelajaran

Subbab A Bilangan Kompleks

1. Saya dapat memahami pengertian bilangan
kompleks

2. Saya dapat menyatakan bilangan kompleks pada
bidang kompleks

3. Saya dapat menentukan bentuk-bentuk bilangan
kompleks

4. Saya dapat memanfaatkan bilangan kompleks

dalam menyelesaikan persamaan

Subbab B Operasi pada Bilangan Kompleks

5. Saya dapat menjumlahkan dua bilangan kompleks

6. Saya dapat melakukan perkalian bilangan

kompleks dengan skalar

7. Saya dapat melakukan perkalian dua bilangan
kompleks

8. Saya dalam memahami sifat-sifat pada operasi
bilangan kompleks

Subbab C Konjugat, Modulus dan Argumen Bilangan Kompleks

9. Saya dapat menentukan konjugat bilangan
kompleks

10.  Saya dapat memahami sifat-sifat konjugat bilangan
kompleks

11.  Saya dapat menentukan modulus bilangan
kompleks

12.  Saya dapat memahami sifat-sifat modulus bilangan
kompleks

13.  Saya menentukan Argumen bilangan kompleks

14.  Saya dapat memahami sifat-sifat Argumen
bilangan kompleks

I:“Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl y



Kalian telah mempelajari bilangan kompleks pada buku ini. Untuk
memperkaya atau memperdalam pengetahuan dan keterampilan,kalian

dapat mempelajari bilangan kompleks dari referensi berikut ini.

» Buku Fungsi Variabel Kompleks, Encum Sumiaty, M.Si dan Endang Dedy,
M.Si., Bumi Aksara, 2020. Pada buku tersebut menjelaskan tentang akar
pangkat n dari bilangan kompleks, fungsi kompleks dan transformasi

elementar pada fungsi kompleks.

» https://books.google.co.id/books?id=_
eNVDwWAAQBA]&printsec=frontcover&hl=id&source=gbs_

ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false laman ini

menjelaskan buku bilangan kompleks karya Wuryansari

Muharini Kusumawinahyu.

» https://www.youtube.com/wpenofficial-. Channel
youtube menjelaskan tentang sifat-sifat pada operasi

bilangan kompleks.
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Bab 2

Polinomial

Salah satu tantangan utama para kreator konten digital, misalnya
YouTuber, adalah untuk selalu kreatif membuat konten-konten yang hebat.

Bagaimana fungsi polinomial dapat membantu para kreator konten digital

untuk mencapai tujuan tersebut?



Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan sebagai

berikut.

» Menjelaskan definisi polinomial dan fungsi polinomial serta
mengidentifikasi karakteristiknya.

» Melakukan penjumlahan, pengurangan, dan perkalian terhadap polinomial.

» Melakukan pembagian polinomial dan menggunakan Teorema Sisa.

» Melakukan pemfaktoran polinomial dan menentukan pembuat nol real dan
kompleks dari polinomial.

» Membuktikan identitas polinomial dan menggunakan identitas polinomial

untuk melakukan pemfaktoran polinomial.

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Teorema Faktor £ =N
romnnn o {8

Algoritma Pembagian ==

Metode Horner
7 corsrsen [

Penluku lljung

Polinomial, Operasi padaPolinomial, Algoritma Pembagian,
Teorema Sisa, Teorema Faktor, Metode Horner, Fungsi

Polinomial, Grafik Fungsi Polinomial, Perilaku Ujung.
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C{g Pengantar Bab

Menjelajah Banyak Hal dengan Polinomial
Apakah kalian seorang kreator
konten digital? Atau kalian bercita-
cita menjadi seorang kreator konten
digital yang handal? Bab ini akan
membahas topik-topik yang dapat

kalian gunakan untuk menganalisis

perilaku pengguna konten digital

Gambar 2.1 Kreator Konten

agar konten-konten tersebut

betul-betul tepat sasaran. Penjelasannya dapat kalian temukan di bagian
Matematika dan Sains pada halaman 68. Selain itu, polinomial yang kalian
pelajari di dalam bab ini juga akan mengajak kalian menjelajah banyak hal. Di
bagian Matematika dalam Budaya pada halaman 92, kalian akan mengetahui
bagaimana fungsi polinomial dapat dimanfaatkan untuk memodelkan
banyaknya pengunjung Candi Borobudur dari waktu ke waktu. Di dalam
Proyek pada halaman 117, kalian akan diajak untuk mengikuti acara lelang
secara cerdas. Untuk itu, persiapkan diri kalian untuk belajar polinomial

dengan penuh semangat!

A. Polinomial dan Fungsi Polinomial )

Pada subbab ini kalian akan mempelajari polinomial dan fungsi polinomial.
Kalian juga akan diajak untuk menganalisis suatu polinomial dengan

mengidentifikasi derajat dari polinomial tersebut.

1. Pengertian Polinomial
Sebelum kalian melihat definisi formal dari polinomial, kerjakan aktivitas
eksplorasi berikut untuk mengenal penyusun dari polinomial, yaitu

monomial.
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N
4ﬁ Eksplorasi

Mengenal Monomial

Dijenjang sekolah menengah pertamakalian telah belajar tentang bentuk-
bentuk aljabar. Pada aktivitas ini, kalian akan menggunakan pengetahuan
mengenai bentuk-bentuk aljabar tersebut wuntuk mengidentifikasi

karakteristik monomial. Untuk mengeksplorasi, kerjakan tugas berikut!

1. Kelompokkan bentuk-bentuk aljabar berikut menjadi dua bagian.

2
%/; , 2x’y , -8, —, 1,24k*, dan 5a°°
m

Setelah selesai mengelompokkannya, jelaskan alasan kalian dalam

mengelompokkan bentuk-bentuk tersebut.

2. Salah satu cara untuk mengelompokkan bentuk-bentuk aljabar pada

bagian 1 adalah sebagai berikut.

Kelompok 1: 2x’y , -8, dan 1,24k*

2
Kelompok 2: {/; , — dan 5a°
m
Menurut kalian, pengelompokkan tersebut didasarkan pada apa?

3. Pada bagian 2, bentuk-bentuk aljabar pada kelompok pertama disebut
dengan monomial, sedangkan bentuk-bentuk aljabar pada kelompok
kedua bukanlah monomial. Jika demikian, menurut kalian, apa yang

dimaksud dengan monomial?

Monomial adalah suatu bilangan, suatu variabel berpangkat bilangan
cacah, atau perkalian antara bilangan dan satu atau lebih variabel-variabel
berpangkat bilangan cacah. Konstanta merupakan monomial yang tidak
memuat variabel, misalnya —8 dan 25. Faktor numerik dari suatu monomial

disebut dengan koefisien.

Monomial merupakan salah satu jenis polinomial. Seperti pada bilangan

real, jika kita menjumlahkan dua bilangan real akan menghasilkan bilangan
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real. Penjumlahan dari dua atau lebih monomial juga merupakan polinomial.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan definisi polinomial berikut.

Definisi 2.1

Definisi Polinomial

Polinomial adalah bentuk aljabar yang berupa monomial atau penjumlahan

dari dua atau lebih monomial.

Untuk lebih memahami polinomial, perhatikan Contoh 2.1 berikut ini.

Contoh 2.1

Mengidentifikasi Polinomial

Tentukan apakah setiap bentuk aljabar berikut merupakan polinomial
atau bukan?

a). 4x’y—3x*

b). x+2x

c). 2x°—5x7"+1

Alternatif Penyelesaian

a). Polinomial karena setiap sukunya, yaitu 4x’y dan -3x”, merupakan

monomial.

b). Bukan polinomial karena 2/x bukan merupakan monomial. Bentuk 2+/x
memuat variabel yang diakarkuadratkan sehingga pangkat dari variabel

tersebut bukan bilangan cacah.

c¢). Bukan polinomial karena —5x bukan merupakan monomial. Bentuk

2

—5x~* memiliki variabel yang pangkatnya bukan bilangan cacah.

Apakah 2—)zc+xy2 ,4 - x - 2x* dan 3x)* + 5xX°y* — 7x merupakan polinomial?
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(- Mari Berpikir Kritis

Bentuk aljabar dalam Contoh 2.1 pada bagian (a) dapat dipandang sebagai

pengurangan monomial, yaitu 4x’y dikurangi dengan 3x*. Padahal, di
dalam definisi polinomial diterangkan bahwa polinomial merupakan
penjumlahan dari monomial. Bagaimana pendapat kalian mengenai hal

tersebut?

2. Derajat Suatu Polinomial
Salah satu karakteristik dari polinomial adalah derajatnya. Untuk mengetahui

derajat dari suatu polinomial, ikuti aktivitas eksplorasi berikut ini.

2]
4Q Eksplorasi

Mengetahui Derajat Suatu Polinomial
Di dalam aktivitas ini, kalian diajak untuk memahami derajat dari suatu
monomial dan polinomial. Jika telah mengetahui bagaimana menentukan
derajat dari suatu monomial, kalian dengan mudah dapat mengidentifikasi

derajat dari suatu polinomial.

1. Berikut ini adalah pasangan monomial dan derajatnya.

Monomial Derajat

4x° 5
3 55

—x

1 y 9
0,12x 1
2,17x’yz’> b

Dari contoh-contoh tersebut, menurut kalian, bagaimana cara

menentukan derajat suatu monomial?
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2. Perhatikan pasangan polinomial dan derajatnya berikut ini.

Polinomial Derajat

2x° 3
x-=5 1
5x*y? + xy® —2x°y° 11
0,13x” +1,56x* — 2,24x +1,72 3

3. Berdasarkaninformasipadatabel tersebut,bagaimana caramenentukan

derajat suatu polinomial?

Pada aktivitas eksplorasi sebelumnya kalian telah menemukan cara
bagaimana menentukan derajat suatu monomial. Untuk menegaskan kembali
apa yang telah kalian ketahui mengenai derajat monomial, perhatikan
definisi berikut.

Definisi 2.2

Derajat Monomial

Jika a adalah koefisien yang tak nol, derajat monomial ax” adalah n.

Derajat suatu monomial yang terdiri dari beberapa variabel adalah jumlah

dari eksponen semua variabel tersebut.

Setiap suku dari polinomial merupakan monomial. Oleh karena itu,
penentuan derajat suatu polinomial tergantung dari monomial-monomial

yang menjadi suku dari polinomial tersebut.

Definisi 2.3

Derajat Polinomial

Derajat suatu polinomial adalah derajat dari sukunya yang berderajat

tertinggi.
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Untuk lebih memahami derajat polinomial, cermati Contoh 2.2 berikut ini.

Contoh 2.2

Menentukan Derajat Polinomial
Tentukan derajat dari polinomial 8x* — 36x* + 54x — 27.

Alternatif Penyelesaian

Derajat dari 8x° —36x” +54x —27 sama dengan derajat sukunya yang paling
tinggi. Derajat suku-suku polinomial tersebut ditunjukkan sebagai berikut.

Derajat: 3 Derajat: 1

8x” —36x" +54x —27

Dengan demikian, derajat tertinggi sukunya adalah 3. Hasilnya derajat

polinomial tersebut adalah 3.

j Mari Mencoba

Tentukan derajat dari 13,13x*y°z* —8,98xy"z" +10,18.

'

[ Li' Mari Mengomunikasikan

Rahma menganggap bahwa derajat dari 0 adalah 0. Dia beralasan bahwa 0

merupakan konstanta dan dapat dituliskan kembali menjadi 0x°. Apakah

kalian setuju dengan Rahma? Mengapa demikian?

Mari Berpikir Kreatif

9

Tanpa melakukan penjabaran secara utuh, carilah cara untuk menentukan
derajat dari polinomial (6x°— 5)2 (2x° +7 )3 . Selanjutnya, gunakan cara

tersebut untuk menentukan derajat setiap polinomial berikut!
a). (x*-1)"(x*+3)"
b). (4 —16x* )2 (3 - x° )3 (1+x)"
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4. Fungsi Polinomial dan Grafiknya
Bentuk polinomial dapat digunakan untuk mendefinisikan suatu fungsi.

Untuk mengetahui hal tersebut, kerjakan aktivitas eksplorasi berikut ini.

S
4ﬁ Eksplorasi

Pertandingan dalam Liga

Di dalam dunia olahraga, liga biasanya dipilih sebagai format kompetisi
antartim. Dengan format seperti itu, setiap tim akan bertanding dengan semua
tim lainnya. Selain itu, pada kebanyakan liga, setiap dua tim akan bertanding
dua kali, kandang dan tandang. Sebagai contoh sederhana, misalnya sebuah
liga terdiri dari tiga tim, yaitu A, B, dan C. Total banyaknya pertandingan
dalam liga tersebut adalah 6. Pertandingan-pertandingan tersebut adalah
A melawan B, A melawan C, B melawan A, B melawan C, C melawan A,
dan C melawan B. Tim yang disebut pertama dalam pertandingan tersebut

bertindak sebagai tuan rumah (kandang).

Di dalam eksplorasi ini, kalian akan diajak untuk menemukan total
banyaknya pertandingan dalam sebuah liga yang menggunakan format

kandang-tandang. Perhatikan soal berikut ini.

1. Jika dalam liga terdapat 4 tim, berapa total banyaknya pertandingan?

Bagaimana jika dalam liga tersebut terdapat 5, 10, atau 20 tim?

2. Buatlah sebuah rumus untuk menentukan banyaknya total pertandingan

dalam sebuah liga jika terdapat x tim!

3. Rumus yang kalian temukan dalam bagian ketiga dapat dinyatakan ke
dalam fungsi f{x) = ax* + bx + ¢ dengan a, b, dan c adalah bilangan real.

Tentukan nilai a, b, dan c tersebut!

4. Fungsi yang kalian temukan pada bagian 3 merupakan salah satu contoh
polinomial. Dari keterangan tersebut, cobalah untuk menduga apa yang

dimaksud dengan fungsi polinomial?
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Aktivitas eksplorasi yang telah kalian lakukan tersebut menghasilkan salah
satu jenis fungsi polinomial, yaitu fungsi kuadrat. Selain fungsi kuadrat,
fungsi-fungsi yang masuk ke dalam kategori fungsi polinomial masih banyak
lagi. Salah satunya adalah fungsi linear. Fungsi linear ini sudah kalian pelajari

di sekolah menengah pertama.

Untuk mengetahui pengertian fungsi polinomial secara lebih jelas,

perhatikan definisi berikut ini.

Definisi 2.3

Fungsi Polinomial

Fungsi polinomial dalam variabel x adalah fungsi yang memiliki bentuk

umum

P(x)=a,x" +a, x" " +a,,x""+...+ax+a,

dengan koefisien-koefisiennya, yaitu a,a . a . a4, dan a, adalah

-1 "n-2"
bilangan-bilangan real, a_# 0, dan n adalah bilangan cacah.

Serupa dengan bentuk polinomial, fungsi polinomial juga memiliki
derajat. Derajat dari fungsi polinomial yang disebutkan dalam definisi
tersebut adalah n. Suku dari fungsi polinomial yang memiliki derajat tertinggi
disebut dengan suku utama. Koefisien dari suku utama tersebut dinamakan

koefisien utama.

Karakteristik dari suatu fungsi dapat dilihat dari grafiknya. Demikian
juga dengan fungsi polinomial. Perhatikan Contoh 2.3 berikut untuk

mengetahui bagaimana menggambar grafik fungsi polinomial.

Contoh 2.3

Menggambar Grafik Fungsi Polinomial

Gambarlah grafik dari setiap fungsi berikut.
a). f(x)=2x+5
b). g(x)=x*-2x-3

c). h(x)=x"+3x"-4
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Alternatif Penyelesaian

a).

Grafik fungsi f dapat digambar dengan terlebih dahulu menentukan
beberapa nilai fungsinya kemudian menuliskannya ke dalam tabel

beserta dengan pasangan-pasangan berurutan yang diperoleh.

x =3 = =il 0 1 2 3
y=flx) =il 1 3 5 7 9 11
(x’ J’) (_37 _1) (_2’ 1) (_1! 3) (Os 5) (17 7) (22 9) (33 11)

Untuk mendapatkan grafik f, gambar pasangan-pasangan berurutan
(x,y) dan hubungkan dengan sebuah garis. Grafik fungsi f ditunjukkan
pada Gambar 2.2 berikut.

Gambar 2.2 Grafik Fungsi f(X)=2x+5

. Pertama, buat tabel nilai fungsi g untuk beberapa nilai x. Dalam tabel

tersebut tuliskan juga pasangan-pasangan berurutan (x, y) yang

bersesuaian.
X -2 -1 0 1 2 3 4
y=flx) 5 0 -3 -4 -3 0 5

(x 3) (=2,5) (-L0) (0,-3) (1,49 (2-3) (0 (45
Selanjutnya, gambar tujuh pasangan berurutan (x, y) pada bidang
koordinat dan hubungkan dengan kurva halus. Grafik fungsi g
ditunjukkan pada Gambar 2.3.
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" gx)=x"-2x-3

Gambar 2.3 Grafik Fungsi g(x)=x" —2x—3
c). Grafik fungsi h dapat digambar dengan cara yang serupa, yaitu dengan
terlebih dahulu membuat tabel nilai fungsi h untuk beberapa nilai x.
X -4 -3 =2 =1l 0 1 2
y=h(x) 20 -4 0 -2 -4 0 16
(x ) (-4,-20) (-3,-4 (2,0) (-1,-2) (0,-4) (1,00 (2, 16)
Selanjutnya, gambar titik-titik (x, y) pada bidang koordinat untuk

kemudian dihubungkan dengan kurva halus. Grafik fungsi h ditunjukkan
pada Gambar 2.4 berikut.

M h=x-32-4

Gambar 2.4 Grafik Fungsi h(x) = x° +3x° — 4
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Gambarlah grafik fungsi f{x) = x* - 9x* + 23x - 15.

Pada Contoh 2.3 kalian telah melihat tiga grafik fungsi polinomial. Bentuk
umum grafik beberapa fungsi polinomial ditunjukkan pada Gambar 2.5.
Grafik-grafik pada Gambar 2.5 tersebut dipilih yang memiliki titik potong
dengan sumbu X banyaknya maksimum.

Derajat 0 Derajat 1 Derajat 2

L/

Derajat 3 Derajat 4 Derajat 5

VN
AR
Gambar 2.5 Grafik Fungsi Polinomial Berderajat 0-5

(— Mari Berpikir Kritis

Pikirkanlah apakah ada hubungan antara derajat polinomial dengan

banyak maksimal grafik polinomial tersebut memotong sumbu X?

Salah satu karakteristik yang dapat diamati dari grafik fungsi polinomial
adalah perilaku ujungnya. Perilaku ujung adalah perilaku dari suatu grafik
ketika x mendekati tak hingga atau negatif tak hingga. Perilaku ujung dari
grafik fungsi polinomial ditentukan oleh suku utamanya dan dideskripsikan

sebagai berikut.
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Perilaku Ujung Grafik Fungsi Polinomial

Jika ¢ x" dengan n > 0 adalah suku utama dari suatu polinomial, perilaku

ujung dari grafiknya dapat dibagi menjadi empat kategori sebagai berikut.

n

Genap

Ganjil

a, >0

Grafiknya mengarah ke kiri
atas dan kanan atas (\, /)

\j

Grafiknya mengarah ke kiri
bawah dan kanan atas (., /).

y

y

Grafiknya mengarah ke kiri
bawah dan kanan bawah (7, \)

A

Grafiknya mengarah ke kiri atas
dan kanan bawah (\, \\).

Gambar 2.6 Perilaku Ujung Grafik Fungsi Polinomial

Perhatikan Contoh 2.4 berikut ini untuk lebih memahami penggunaan

perilaku ujung grafik fungsi polinomial.
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Contoh 2.4

Menggunakan Perilaku Ujung Grafik Fungsi Polinomial
Dengan mengidentifikasi perilaku ujungnya, pasangkan masing-masing
fungsi polinomial berikut dengan salah satu grafik A-D pada Gambar 2.7

yang paling sesuai.

a). f(x)=x"+2x"-2x-3

b). glx)=-x"+2x"—x+1

). h(x)=-x° —%xs +xt +5x° +2

d). k(x)=25x" —20x" —26x> +12x* +9x —1

NIy
¥

Gambar 2.7 Grafik Fungsi-Fungsi Polinomial

Alternatif Penyelesaian
Untuk memasangkan fungsi polinomial dengan grafiknya, kita perlu

mengidentifikasi derajat polinomial tersebut dan tanda koefisien utamanya.

Suku Derajat | Tanda Koefisien Perilaku Ujung Grafik
Utama Utama

4, genap Positif
(b) —x? 3, ganjil Negatif o N\ D
(c) L 6, genap Negatif s\ C
(d) 2553 5, ganjil Positif v,/ A

Jelaskan perilaku ujung dari fungsi f(x)=-2x" -3x" +1.
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Aktivitas Interaktif

Untuk menyelidiki bagaimana perilaku ujung dari fungsi-
fungsi polinomial, lakukan aktivitas interaktif berikut ini.
Pindai kode batang atau buka tautan berikut!

https://www.desmos.com/calculator/u2iblzgupc

éb Matematika dan Sains

Menjawab Tantangan Kreator Konten Digital

—= Banyak yang tertarik dan sukses menjadi kreator

konten digital. Di balik kesuksesan yang diraih,
tahukah kamu, apa tantangan utama seorang
kreator konten digital? Tantangannya adalah kreatif

membuat konten-konten yang hebat! Ini adalah

Gambar 2.8 Analitik Data

pekerjaan berat. Fungsi polinomial yang kalian
pelajari di bab ini dapat membantu para kreator

konten digital untuk melakukannya.

Salah satu kriteria konten yang hebat adalah sesuai dengan sasarannya.
Untuk itu, seorang kreator konten digital perlu mengenal penggunanya.
Untuk YouTuber, mereka perlu mengenal siapa penontonnya dan bagaimana
perilakunya. Bagaimana caranya? Salah satu caranya adalah dengan

memodelkan berapa kali video-video di kanalnya dilihat oleh penontonnya.

Sebagaiilustrasi, Gambar 2.9 berikut menyajikan berapakali video-video
di suatu kanal YouTube ditonton setiap harinya pada tahun 2018. Sumbu X
menyatakan bulan di tahun 2018 sedangkan sumbu Y merepresentasikan
frekuensi video-videonya ditonton. Sebagai informasi, kanal tersebut

mengunggah video-video pembelajaran matematika.
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1600 _]
1400 _|
1200 _|
1000 _|
800 _|
600 _|
400 _|
200 _|

-200_|0

Gambar 2.9 Frekuensi Tampilan Video terhadap Waktu
Apa artinya? Berdasarkan model tersebut dan grafiknya di Gambar
2.9, kita dapat melihat bahwa kanal Youtube tersebut banyak ditonton pada
saat bulan-bulan aktif sekolah dan berkurang penontonnya ketika liburan
sekolah. Hal ini masuk akal karena kanal tersebut berisi video-video tentang
pembelajaran matematika. Selain itu, frekuensi tampilan video di semester

gasal secara umum lebih tinggi daripada di semester genap.

Berdasarkan grafik pada Gambar 2.9, apa yang dapat kalian sarankan
kepada pemilik kanal agar dapat lebih berkembang? Video-video seperti
apa yang perlu diunggah agar penontonnya meningkat di saat liburan
sekolah? Apa yang perlu dilakukan agar penonton di semester genap
meningkat? Contoh-contoh pertanyaan seperti inilah yang membuat

kreator konten digital kreatif.

~

{'/ Latihan A Polinomial dan Fungsi Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau Salah. Bentuk aljabar 6,24x” —3,41x+7,69 merupakan suatu

polinomial.
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2. Benar atau Salah. Grafik fungsi polinomial f(x)=2x" — x+4 melalui titik
(-2, 18).

3. Fungsi polinomial f(x)=-5x" +2x" —8 perilaku ujungnya

Penerapan Konsep
4. Tentukan apakah setiap bentuk aljabar berikut merupakan polinomial.

a). 9—x+3x*—4x’
b). 4a’b—9ab’

c). 12 - 2x2y
y

5. Cari derajat setiap polinomial berikut.
a). x°—12x*+3x*-10
b). 12x*y —5xy*z+10

1 3
c). —p*—2pg+=¢°
Zp Pq 4q

6. Gambarlah grafik setiap fungsi polinomial berikut.
a). f(x)=-3
b). g(x)=1—4x+4x2
). h(x)=x’+2x+x+2
7. Dari tiga grafik berikut ini, tentukan grafik yang paling tepat untuk

menjadi grafik dari fungsi polinomial P(x)=-2x°+x’+3. Jelaskan
alasannya?

A A A

o M)

N\ A

A B C
Gambar 2.10 Tiga Grafik Fungsi Polinomial

I:nMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




8. Galang menggambar grafik fungsi polinomial f(x)=x’-7x"+6x
dengan menggunakan kalkulator grafik. Hasil grafiknya diperlihatkan
seperti pada gambar berikut ini.

yﬂ

no

\
1
[
[

Gambar 2.11 Tampilan Kalkulator Grafik

Galang menyadari bahwa perilaku ujung grafik pada gambar tersebut
tidak sesuai dengan perilaku ujung grafik fungsi polinomial dengan
derajat ganjil dan koefisien utama positif. Apa yang menyebabkan

ketidaksesuaian tersebut? Jelaskan!

9. Kayu yang panjangnya 192 cm akan digunakan sebagai rangka untuk
membuat sebuah kandang burung. Kandang tersebut berbentuk balok
yang sepasang sisinya berbentuk persegi, perhatikan gambar berikut.

/;m

Gambar 2.12 Rangka Kandang Burung

a). Nyatakan volume V kandang tersebut sebagai fungsi terhadap x.
(Abaikan ketebalan kayunya.)

b). Paulina menggambarkan grafik fungsi V yang ditemukan pada
bagian (a) seperti berikut.
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000+
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| | |
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0 10 20\?

Gambar 2.13 Grafik V dari Paulina

Apakah grafik yang digambarkan oleh Paulina sesuai dengan daerah
asal fungsi tersebut? Jika sudah sesuai, jelaskan alasannya. Jika tidak

sesuai, bagaimana Paulina seharusnya menggambar grafik tersebut?

c). Berdasarkan grafik fungsi V, perkirakan volume maksimum dari kandang

tersebut.

B. Penjumlahan, Pengurangan, dan Perkalian Polinomial J

Polinomial memiliki hubungan yang dekat dengan bilangan. Untuk

melihatnya, kerjakan aktivitas eksplorasi berikut ini.

S
4& Eksplorasi

Membandingkan Polinomial dan Bilangan

Melalui aktivitas ini, kalian akan diajak untuk membandingkan bilangan
dan polinomial. Cermati bilangan dan polinomial yang bersesuaian di dalam
tabel berikut untuk menemukan hubungannya. Gunakan hubungan yang

telah kalian temukan untuk mengisi titik-titik pada tabel.

53 50 +3 5x+3

375 300 + 70 + 5 3%+ 7x+5
2.298 2.000 + 200 + 90 + 8 2 +2xX +9x+ 8
6.311 6.000 + 300 + 10 + 1

17.742
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Menurut kalian, apa kesamaan antara bilangan dan polinomial yang berada
pada baris yang sama di dalam tabel tersebut? Apa perbedaannya?

N N N N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
Kalian telah menemukan kesamaan antara bilangan dan polinomial. Oleh
karena itu, operasi penjumlahan, pengurangan, dan perkalian pada

polinomial dapat dilakukan dengan cara yang serupa seperti pada bilangan.

2. Penjumlahan dan Pengurangan Polinomial
Bagaimana cara melakukan penjumlahan dan pengurangan polinomial?

Untuk mengetahuinya, cermati aktivitas eksplorasi berikut.

S
4ﬁ Eksplorasi

Melakukan Penjumlahan dan Pengurangan Polinomial

Melalui aktivitas eksplorasi ini kalian akan belajar untuk menemukan
prosedur dalam melakukan penjumlahan dan pengurangan polinomial.
Prosedur tersebut serupa dengan prosedur penjumlahan pada bilangan.

1. Salah satu cara melakukan penjumlahan dan pengurangan bilangan

adalah dengan cara bersusun. Perhatikan contoh penjumlahan bersusun
berikut ini.

2.735 9.465
6.241 2334
8.976 7.131

Jelaskan bagaimana cara melakukan penjumlahan dan pengurangan
bersusun tersebut!

2. Dengan cara yang serupa, lengkapi penjumlahan dan pengurangan
polinomial dengan cara bersusun berikut.

2x> +7x* +3x +5 9x” +4x* +6x+5

6x° +2x* +4x+1, 2x° +3x" +3x+4_

Jelaskan cara penjumlahan dan pengurangan polinomial tersebut. Sifat
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3. Setelah menyelesaikan bagian 2, teman kalian menemukan cara yang
berbeda. Berikut ini adalah caranya.

Penjumlahan Polinomial
@2+ 7 +3x+5)+(6x° +2x% + 4x + 1)
=20 +7¢+3x+5+6X +2xXF +4x+ 1
=2+ 6 +7X +2xX +3x+4x+5+1
=2+6)C+(7+2)X*+@B+4)x+(5+1)
=8 +9x%+7x+6

Pengurangan Polinomial

(9x° + 43 + 6x + 5) — (2x° + 3x* + 3x + 4)
=9x° +4x° + 6x+5-2x - 3% - 3x— 4
=9 -2 +4x* -3 +6x—-3x+5-4
=(9-2)X+(@-3)x+(6-3)x+(5-4)

=7+ x> +3x+1

Menurutnya cara tersebut pada dasarnya sama dengan cara yang
dilakukan di bagian 2. Apakah kalian setuju? Jelaskan alasannya!
e A A A A A A A A
Dari eksplorasi tersebut kalian telah menemukan prosedur untuk melakukan
penjumlahan dan pengurangan polinomial. Ketika melakukannya, kalian
menjumlahkan dan mengurangkan suku-sukunya yang sejenis. Suku-suku
sejenis adalah suku-suku yang memiliki variabel yang sama dan variabelnya

tersebut juga memiliki eksponen yang sama.

Suku-Suku Sejenis Bukan Suku-Suku Sejenis
3x, -7x, —lx 11x, 423, zx4
5 3
lx3,4xs, _ZXS 4X3, —2XA, —x5
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Suku-Suku Sejenis Bukan Suku-Suku Sejenis

3
2x%y2’, szyz3, 523 yx? %xzyf, 2x%y, —Txy*2°

Untuk menjumlahkan dan mengurangkan suku-suku sejenis, gunakan

sifat distributif. Perhatikan ilustrasi berikut ini.
23+ 6x° = (2 + 6)x* = 8x°
45 = 7x = (4 - 7)x% = -3%°

Untuk lebih memahami penjumlahan dan pengurangan polinomial,
perhatikan Contoh 2.5 berikut.

Contoh 2.5

Penjumlahan dan Pengurangan Polinomial
Tentukan hasil dari (2x° — 4x* + x — 11) + (5% + ¥* — 3x — 9) dan (x* — 3x®* +
4x - 6) — (52 + 2x° - x - 4).

Alternatif Penyelesaian
Hasil penjumlahan polinomial yang diberikan dapat ditentukan seperti
berikut.

(2x3—4x2 +x—11)+(5x" + x* —3x —9)

=2 4+ x—1145x> +x* =3x -9 Hilangkan tanda kurung
=20 45 4 + P+ x—3x—-11-9 Kelompokkan suku-suku sejenis
=7x" —3x" —2x-20 Sifat distributif.

Pengurangan polinomial yang diberikan dapat dilakukan seperti berikut.
(x4 —3x° +4x—6)—(5x3 +2x* —x—4)
=t 23 4 4x—6-5%x —2x* +x+ 4 Hilangkah tanda kurung

. s ) ) Kelompokkan suku-suku
=x —5x" —3x"—-2x"+4x+x—-6+4 sejenis

=x* —5x° =5x% +5x—2 Sifat distributif
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Jumlahkan (2a2b —3ab® + 5) + (3azb +ab’ ) )

)

Mari Berpikir Kreatif

Berikut ini adalah grafik dari fungsi polinomial f, g, dan h.

YA | Y | | y
=N | | |
| | = h(x
\ | /N
\ |/ / 4
0 X /10l N\ /] [x /0 X
AV \V (V% |
= g(x \
|
|

Gambar 2.14 Grafik Fungsi f, g, dan h
a). Tanpa mencari persamaan fungsinya, tentukan bagaimana cara

mensketsa grafik dari f{x) + g(x) dan f{x) - g(x). Jelaskan mengapa cara
tersebut tepat!

b). Berdasarkan cara di bagian (a), sketsalah juga grafik fix) + h(x), g(x) +
h(x), fix) - h(x), dan g(x) — h(x).

2. Perkalian Polinomial
Seperti dua operasi sebelumnya, yaitu penjumlahan dan pengurangan, operasi

perkalian pada polinomial dapat kita bangun melalui perkalian bilangan.

2]
4ﬁ Eksplorasi

Mengalikan Dua Polinomial
Tujuan aktivitas ini adalah untuk memandu dalam menemukan strategi
perkalian polinomial. Untuk melakukannya, terlebih dahulu kalian ingat

kembali operasi perkalian pada bilangan.
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Hasil kali dua bilangan dapat dimaknai sebagai luas daerah. Misalnya, 16
x 12 dapat diartikan sebagai luas daerah persegi panjang yang memiliki
panjang 16 dan lebar 12. Karena 16 = 10 + 6 dan 12 = 10 + 2, maka
perkalian kedua bilangan tersebut dapat dimodelkan sebagai luas daerah
seperti berikut.

10

A

\i

10 1j1f1)1|1]|1
10 1j1f(1)1f1]1

2

Gambar 2.15 Perkalian 16 x 12 sebagai Luas Daerah
a). Model luas daerah tersebut dapat disederhanakan menjadi tabel

berikut ini. Mengapa demikian?

10 6
10 100 60
2 20 12

b). Hitunglah 16 x 12 dengan cara perkalian bersusun. Apakah ada
kesamaan antara perkalian bersusun tersebut dengan hasil pada
tabel tersebut?

Dengan menggunakan tabel seperti pada bagian 1, tentukan hasil kali (x
+6)(x + 2).

X

2

Dengan cara seperti pada bagian 2, tentukan (x - 5)(x2 +3x— 1) .
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4. Temanmu menyederhanakan perkalian di bagian 3 seperti berikut.
(x—S)(xz +3x—1)=x3 +3x* —x—5x* —15x +5=x" —2x* —16x+5

Tentukan kesamaan cara tersebut dengan cara yang ada di bagian 3.

5. Apakah cara temanmu di bagian 4 dapat ditulis dalam bentuk seperti
berikut? Sifat apa yang digunakan untuk mengubah bentuk di ruas kiri
persamaan menjadi bentuk yang di ruas kanan?

(x—5)(x2 +3x—1)=x(x2+3x—1)—5(x2+3x—1)

Sekarang kalian telah mengetahui bagaimana mengalikan dua polinomial.

Sekarang perhatikan Contoh 2.6 berikut.

Contoh 2.6

Perkalian Polinomial
Tentukan hasil perkalian (» - 2x + 7)(2x - 5).

Alternatif Penyelesaian
Setiap suku x* — 2x + 7 dikalikan dengan 2x - 5.

(*-2x+7)(2x-5)

= x*(2x-5) - 2x(2x - 5) + 7(2x - 5) Sifat distributif
=2x - 5x* — 4x* + 10x + 14x - 35 Sifat distributif
=2x*-9x° + 24x - 35 Sederhanakan

Tentukan hasil dari (4x* — x + 3)(x* - 1).
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Mari Berpikir Kreatif

Tir

Dua bilangan dapat dikalikan dengan cara bersusun. Hal ini juga dapat
dilakukan untuk polinomial satu variabel. Lakukan perkalian pada Contoh

2.6 dengan cara bersusun.

07 Penjumlahan, Pengurangan, dan Perkalian
W Latihan B . .
Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep

1. Bentuk 2x* - 5x* dapat diubah menjadi (2 - 5)x* dengan menggunakan
sifat .

Benar atau Salah. Polinomial pertama dikurangi polinomial kedua sama

N

dengan negatif dari penjumlahan kedua polinomial tersebut.
3. Benar atau Salah. (5x-1) - (3x—-4)=5x-1-3x- 4.

Penerapan Konsep
4. Sederhanakan penjumlahan dan pengurangan polinomial berikut ini.

a). 3m’n+ mn-12)+ (2m*n—- mn*+7)

b). 2x¥*-x*+4x-12)- (¥ +2x*-x-6)
5. Berikut ini adalah grafik dari fungsi polinomial f dan g. Berdasarkan
grafik kedua fungsi tersebut, sketsalah grafik f{x) + g(x) dan flx) - g(x).

y“

8(x)

<
I

| N

/

/ y =)\
/
/

Gambar 2.16 Grafik Fungsi f dan g
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Tentukan hasil perkalian (3a — b + 2)(a + 2b - 5).
7. Perhatikan persamaan berikut ini.

(xD —x+ 1)(|:|x—1) = A(x)
Jika tanda kotak pada persamaan tersebut diganti dengan sembarang
bilangan real, apakah A(x) selalu merupakan polinomial? Mengapa?

8. Nyatakan luas daerah yang diarsir pada Gambar 2.17(a) dan (b) ke dalam x.

Gambar 2.17 Luas Daerah yang Diarsir

9. Pak Alex akan memagari tanahnya yang berbentuk persegi panjang
dengan pagar plastik pembibitan, perhatikan gambar berikut! Karena
adanya tiupan angin yang kencang, pagar yang mengarah ke arah
timur-barat perlu dibuat lebih kuat. Menurut perhitungannya, biaya
pemagaran ke arah timur-barat adalah sebesar Rp1.500,00 per meternya,
sedangkan yang ke arah utara-selatan adalah Rp1.000,00.

U

x

Gambar 2.18 Tanah Pak Alex
Jika Pak Alex menyediakan anggaran Rp500.000,00 untuk keperluan
pemagaran tersebut, nyatakan luas tanah yang dipagari sebagai fungsi

L terhadap x!

IIMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl y




C. Pembagian Polinomial )

Pada subbab ini kalian akan mempelajari pembagian polinomial. Untuk itu,

mari mengerjakan aktivitas eksplorasi berikut ini.

N
4Q Eksplorasi

Membagi Bilangan

Sebelum mempelajari bagaimana melakukan pembagian pada polinomial,
kalian akan diajak untuk mengamati pembagian pada bilangan. Cermati
bentuk-bentuk pembagian berikut dan isilah titik-titik pada tabel sesuai

dengan pola yang kalian temukan.

7 3 7=4-1+3
4 4
13 23 13=5-2+3
5 5
23 5
= 3_
6 6
3
4_
8
57
10

e e e e A
Kegiatan eksplorasi yang telah kalian lakukan tersebut menunjukkan
beberapa cara menuliskan pembagian bilangan. Misalnya, jika 7 dibagi
dengan 4, mendapatkan hasil 1 dan sisa 3. Hal ini dapat dituliskan sebagai
berikut.

7 13 7 . 3
—_=]— —=14+—
4 4atau 1
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Selain dengan cara demikian, kita juga dapat menuliskan

bilangan yang dibagi Hasil bagi
7-4-1+ 3 S

Pembagi

Pembagian pada polinomial serupa dengan pembagian bilangan.
Pembagian pada polinomial tersebut dinyatakan dalam algoritma pembagian
berikut.

Algoritma Pembagian Polinomial
Jika P (x) dan Q (x) adalah polinomial, dengan Q (x) # 0, maka ada polinomial-
polinomial H (x) dan S (x) yang masing-masing tunggal, dengan S (x) adalah 0

atau polinomial berderajat kurang dari Q (x), sedemikian sehingga

POy 4 SG)
Q(x) Q(x)
Polinomial Q (x) disebut dengan pembagi, H (x) adalah hasil bagi, dan S

atau  P(x)=Q(x)- H(x)+ S(x)

(x) adalah sisa.

Algoritma pembagian polinomial tersebut dapat diilustrasikan oleh

pembagian x* + 4x* + 5x + 8 dengan x + 3 sebagai berikut.

X +4x* +5x+8 2
=x"+x+2+——
x+3 x+3

atau
x° +4x? +5x+8=(x+3)(x2 +x+2)+2
Artinya, jikakitamembagi x* + 4x* + 5x+ 8 dengan x + 3, kitaakan mendapatkan
hasil bagi x* + x + 2 dan sisa 2. Pertanyaannya sekarang, bagaimana cara

kita mengetahui bahwa hasil bagi dan sisanya seperti itu? Untuk menjawab

pertanyaan ini, kita dapat menggunakan pembagian bersusun.
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(- Mari Berpikir Kritis

Apakah memang benar x* + 4x* + 5x + 8 = (x + 3)(x* + x + 2) + 2? Buktikan

persamaan tersebut.

1. Pembagian Bersusun
Seperti pada penjumlahan, pengurangan, dan perkalian polinomial, kita dapat

menemukan cara bagaimana membagi polinomial melalui pembagian bilangan.

S
4Q Eksplorasi

Melakukan Pembagian Polinomial Bersusun
Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan dipandu untuk menemukan

cara bagaimana membagi polinomial dengan cara pembagian bersusun.

1. Sebagaibekal kalian di bagian selanjutnya, bagilah 297 dengan 14 dengan

melengkapi pembagian bersusun berikut ini.
2...

14 5297

28

2. Pahami aturan pembagian bersusun yang dilakukan pada bilangan
(sebelah kiri). Gunakan aturan tersebut untuk melengkapi pembagian
bersusun pada polinomial yang bersesuaian (sebelah kanan).

112 P
13)1458 x+3)x% +4x% +5x + 8
13 © + 3x°

15 X% + 5x
13

28
26

2
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Kalian telah mengetahui bagaimana cara melakukan pembagian polinomial
dengan cara bersusun. Perhatikan Contoh 2.7 berikut untuk melihat

pembagian polinomial dengan kasus yang lain.

Contoh 2.7

Pembagian Polinomial Bersusun
Bagilah 4x* + 17x* - 3x + 1 dengan x* + 4x — 1. Tuliskan hasilnya ke dalam

bentuk-bentuk algoritma pembagian.

Alternatif Penyelesaian
Kita lakukan pembagian bersusun dengan terlebih dahulu menyisipkan suku

0x° pada polinomial yang dibagi agar suku-sukunya lengkap.

4x* + x
Xrdx—1)4x*+ 1783+ 0x% - 3x+ 1
N— 4t + 16%° - 42 Kalikan pembagi dengan 4x*
B+ 4x - 3x - Kurangi
B +4x - x Kalikan pembagi dengan x

—2x+1 Kurangi

Proses pembagian tersebut menyisakan polinomial —2x + 1 yang derajatnya
kurang dari polinomial pembagi, yaitu x* + 4x — 1. Hasil pembagian ini dapat

dituliskan menjadi seperti berikut.

4x" +17x° —3x +1 gty X1
x°+4x—1 x' +4x -1

Bentuk sebelumnya juga dapat dinyatakan sebagai berikut.

4x4+17x3—3x+1:(x2+4x—1)(4x2+x)—2x+1

Carilah polinomial hasil bagi H(x) dan polinomial sisa S(x) setelah
P(x)=x"—x+9 dibagi dengan Q(x) = x¥* - 2x + 3. Nyatakan hasilnya ke
dalam P(x) = Q(x) - H(x) + S(x).
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Mari Berpikir Kreatif

i

a. Tentukan hasil bagi dan sisa pembagian (x* - 1) + (x - 1). Ulangi untuk
pembagian (x* - 1) + (x - 1).

b. Gunakan hasil pada bagian (a) untuk menduga hasil bagi dan sisa dari
(¥ -1)+ (x-1).

c. Apa yang dapat kalian simpulkan? Buktikan!

2. Metode Horner
Selain dengan cara bersusun, kita dapat melakukan pembagian polinomial
dengan cara yang lebih sederhana, yaitu dengan metode Horner. Akan tetapi,

metode tersebut dapat digunakan jika pembaginya berbentuk x - c.

N
4Q Eksplorasi

Membagi Polinomial dengan Metode Horner

Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan dipandu untuk memahami
metode Horner. Metode Horner dapat dikatakan sebagai bentuk
penyederhanaan pembagian bersusun. Hal ini dikarenakan di dalam metode
Horner, kita cukup menuliskan bagian-bagian yang penting saja. Bandingkan

pembagian bersusun dan metode Horner berikut ini.

Pembagian Bersusun Metode Horner
12+ 2x=3 2 1 0 -7 8
x—2)x3+0x2—7x+8 9 4 6
* - 2 =2
2x2 - Tx =
2x° = 4x
3x+8
-3x+6

2
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1. Pembagian polinomial dengan cara bersusun dan metode Horner
memiliki beberapa kesamaan. Jelaskan kesamaan tersebut!

2. Pembagian bersusun dan metode Horner juga memiliki perbedaan.
Sebutkan perbedaan tersebut.

3. Berdasarkan pengamatan kalian dalam membandingkan cara bersusun
dan metode Horner, jelaskan langkah-langkah melakukan pembagian
polinomial dengan metode Horner.

N N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
Setelah mengetahui bagaimana melakukan metode Horner, perhatikan
Contoh 2.8 berikut ini.

Contoh 2.8

Menggunakan Metode Horner

Gunakan metode Horner untuk membagi 2x* + 5x° + 6 dengan x + 3.

Alternatif Penyelesaian

Langkah pertama, tuliskan koefisien-koefisien dan konstanta polinomial
yang dibagi, yaitu 2 (koefisien x°), 5 (koefisien x*), 0 (koefisien x), dan 6
(konstanta). Penulisan koefisien dan konstanta ini harus urut dari suku
berderajat tertinggi sampai terendah. Di dalam metode Horner, jika
polinomial pembaginya x — ¢, kita tuliskan c sebagai penggantinya. Karena x

+ 3 = x - (-3), maka kita ganti pembaginya menjadi -3.
-3 2 5 0 6

L

Selanjutnya kita gunakan metode Horner dengan menjumlahkan bilangan-

+

bilangan dalam satu kolom, kemudian mengalikan hasilnya dengan -3 dan

meletakkan hasil kalinya ke kanan-atas.

-3 2 > 0 6 Panah ke bawah : Jumlahkan
| )Y_|6 )Y:? —|9 . Panah ke kanan-atas : Kalikan dengan -3
V7V v

2 -1 3 -3
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Dari pembagian tersebut, kita mendapatkan hasil bagi 2x* — x + 3 dan sisa -3.

Dengan demikian, kita dapat menuliskannya menjadi seperti berikut.

2 +5xX +6=(x+3)2x¥*-x+3)-3

Tentukan hasil bagi dan sisa dari pembagian x* + 4 oleh x — 1 dengan
menggunakan metode Horner.

s~~~

EVV; Mari Berkolaborasi

Kalian sudah dapat melakukan pembagian polinomial dengan menggunakan

metode Horner. Akan tetapi, metode yang telah dipelajari tersebut
mempersyaratkan bahwa pembaginya dalam bentuk x - c. Di permasalahan
ini, kalian dan teman kalian akan diminta untuk menggunakan metode

Horner ketika pembaginya tidak hanya berbentuk x — c.

Berkelompoklah dengan satu teman dan bagilah tugas agar masing-

masing mengerjakan salah satu permasalahan berikut ini.

1. Gunakan metode Horner untuk membagi 2x* - 5x* + 4x — 3 dengan 2x -
1. Untuk melakukannya, ikuti langkah-langkah berikut.

a). Jadikan pembaginya menjadi bentuk a(x — c). Berapakah nilai a dan ¢?

b). Gunakan metode Horner untuk membagi 2x° - 5x* + 4x — 3 dengan
x — ¢. Nyatakan hasilnya ke dalam bentuk berikut ini.
2X° = 5x +4x -3 =(x~- ¢ - H(x) + S(x)

c¢). Gunakan manipulasi aljabar pada algoritma pembagian sedemikian
sehingga kalian akan mendapatkan bentuk berikut.
2x* - 5x* +4x -3 =(2x-1) - H(x) + S(x)

Dari bentuk terakhir tersebut, tentukan hasil bagi dan sisanya.
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2. Gunakan metode Horner untuk membagi x* - 10x* — 5x + 10 dengan (x -
1)(x — 3). Gunakan panduan berikut ini.
a). Dengan metode Horner, bagilah x* - 10x* - 5x + 10 dengan (x - 1)
dan nyatakan hasilnya ke dalam bentuk berikut.
x' = 10x - 5x+ 10 = (x - 1) - H(x) + S (x)

b). Gunakan metode Horner untuk membagi H(x) dengan (x - 3).
Tuliskan hasilnya ke dalam bentuk berikut.
H(x) = (x = 3) - H(x) + 5,(x)

c). Substitusikan persamaan pada bagian (b) ke persamaan pada bagian
(a) untuk mendapatkan bentuk seperti ini.

X —10x* - 5x+ 10 = (x — 1)(x — 3) - H(x) + S(x)
Dari persamaan tersebut, tentukan hasil bagi dan sisanya.

Setelah menyelesaikan permasalahan tersebut, bagikan apa yang telah kalian

pelajari kepada teman kalian.

3. Teorema Sisa
Apakah pembagian polinomial hanya dapat digunakan untuk menentukan
hasil bagi dan sisa pembagian? Untuk menjawab pertanyaan ini, pelajari

aktivitas eksplorasi berikut.

2]
,.ﬁ Eksplorasi

Membagi Polinomial dan Menentukan Nilai Fungsi Polinomial

Di dalam aktivitas ini kalian akan menyelidiki apakah ada hubungan antara
pembagian polinomial dan penentuan nilai fungsi polinomial.

1. Misalkan polinomial P(x) dibagi dengan suatu polinomial pembagi yang

berbentuk x - c. Lengkapi tabel berikut dengan sisa pembagiannya dan
nilai P(c).
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P(x) Pembagi Sisa P(c)

P(x) = x>+ 4x - 16 x-3 P(3) = ...
Px)=x-2x-14 x-1 P(1) = ...
P(x)=x+2xX -9x - 11 X+ 2 P(-2) = ...
P(x) =x* + 7x* — 4x - 28 x+7 P(-7) = ...
Px)=x"-xX-4xXx+4x-10 | x P(0) = ...

2. Amati kembali tabel yang telah kalian lengkapi di bagian 1. Setelah itu,
buatlah dugaan berdasarkan pengamatan tersebut.

3. Berdasarkan pengamatan terhadap tabel di bagian 1, Karuna menemukan
bahwa nilai sisa pembagian di kolom ketiga selalu sama dengan nilai P(c)
di kolom keempat. Oleh karena itu, dia menduga bahwa sisa pembagian
polinomial P(x) oleh x — ¢ selalu sama dengan nilai P(c), yaitu nilai
polinomial tersebut ketika x = c¢. Apakah kalian setuju dengan Karuna?
Jika iya, jelaskan alasannya. Jika tidak, berikan satu contoh yang dapat

membantah dugaannya Karuna.

Kalian telah mendapatkan simpulan mengenai sisa pembagian polinomial
dan nilai fungsi polinomial. Bandingkan simpulan kalian dengan teorema

berikut ini.

Teorema Sisa

Jika polinomial P (x) dibagi dengan x — ¢, maka sisanya sama dengan P (c).

Teorema sisa tersebut dapat dibuktikan dengan menggunakan algoritma
pembagian dan fakta bahwa derajat dari sisa pembagian selalu kurang
dari polinomial pembagi. Untuk mengetahui penggunaan Teorema Sisa,
perhatikan Contoh 2.9 berikut.
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Contoh 2.9

Menggunakan Teorema Sisa
Tentukan hasil bagi dan sisanya jika P (x) = 2x° + 5x* — 10x®* + 9x* — 10 dibagi

oleh x + 4. Dengan menggunakan Teorema Sisa, tentukan nilai P (—4).

Alternatif Penyelesaian
Kalian akan melakukan pembagian pada dua polinomial yang diberikan
dengan menggunakan metode Horner. Karena x + 4 = x - (-4), maka

pembagiannya ditunjukkan sebagai berikut.

-4 2 5 -10 9 0 -10
-8 12 -8 -4 16
+
2 -3 2 1 -4 6

Dengan demikian, hasil baginya adalah 2x* - 3x° + 2x* + x — 4 dan sisanya
adalah 6.

Berdasarkan Teorema Sisa, nilai P(-4) sama dengan sisa pembagian P (x) oleh
x + 4 = x — (—4). Berdasarkan hasil sebelumnya, sisanya adalah 6, sehingga P
(-4) = 6.

Jika P (x) = 3x° - 20x* — 6x° — 48x — 8 dibagi dengan x - 7, tentukan hasil bagi

dan sisanya. Gunakan Teorema isa untuk mencari nilai P (7).

s s~~~

EV |i' Mari Mengomunikasikan
= ( 1<

Setelah mencermati Teorema Sisa, Ahmad mendapati bahwa P(c) sama
dengan sisa dari P(x) setelah dibagi dengan x — ckarena c tersebut merupakan
pembuat nol dari x — c(yaitu, selesaian x — ¢ = 0 adalah x = ¢). Berdasarkan hal

ini, dia menduga bahwa Teorema Sisa tersebut juga berlaku jika pembaginya
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adalah ax - b. Karena pembuat nol ax— badalah x = b/a, maka dia berpendapat

bahwa jika P(x) dibagi dengan ax — b, maka sisanya sama dengan P(b/a).

Apakah kalian setuju dengan dugaannya Ahmad? Jikaiya, jelaskan alasannya.

Jika tidak, berilah satu contoh yang membantah dugaan tersebut.

‘!lil' Matematika dalam Budaya

Berkunjung ke Candi Borobudur

Tak dapat dipungkiri, kemegahan dan keindahan
Candi Borobudur telah mengundang banyak
wisatawan untuk berkunjung ke candi tersebut.

Candi yang merupakan salah satu Situs Warisan

Dunia ini menjadi wujud betapa agungnya budaya
Gambar 2.19 Candi Borobudur ~ dan peradaban masa lampau Bangsa Indonesia.

Sumber: CEphoto/Uwe Aranas (2015) . . . L. X
Fakta tersebut menjadi daya tarik tersendiri bagi
turis mancanegara untuk berkunjung ke Candi

Borobudur.

Seperti yang dilansir oleh Badan Pusat Statistik Kabupaten Magelang,
rata-rata banyaknya pengunjung Candi Borobudur pada tahun 2017-2019
adalah sekitar 320 ribu tiap bulannya. Secara lebih jelas, sebaran rata-rata
banyaknya pengunjung candi tersebut setiap bulannya disajikan pada
Gambar 2.20.

800000
600000 —
400000 —

200000 —

Gambar 2.20 Rata-Rata Banyaknya Pengunjung Candi Borobodur Setiap Bulan
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Setelah mencermati grafik pada Gambar 2.20, kalian tentu tidak asing
dengan polanya. Pola dalam grafik tersebut dapat dimodelkan dengan
menggunakan fungsi polinomial berderajat 4. Fungsi polinomial berderajat 4

yang paling sesuai untuk memodelkan pola tersebut adalah sebagai berikut.
y = 888,06x* — 20.988x° + 162.571x° — 465.390x + 690.100

dengan x adalah bulan dan y adalah rata-rata banyaknya pengunjung di
bulan tersebut. Dengan menggunakan model tersebut, dapatkah kalian

memperkirakan banyak pengunjungnya di bulan Januari dan September?

ae e s S e e e s e s e e e e s s e e S e S e e e S St |

Pembagian Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep
1. Benar atau Salah. Jika polinomial P (x) dibagi dengan Q(x), maka derajat
sisa pembagiannya selalu kurang dari derajat Q(x).
2. Benar atau Salah. Cermati proses pembagian dengan metode Horner
berikut.
511 -6 8 -10

Pembagian tersebut dapat dituliskan ke dalam persamaan berikut.

X —6x*+8x-10 5
=x"—-x+3+——
xXx+5 x+5

3. Karena polinomial P(x) dibagi dengan x — ¢ sisanya k, maka P(c) = .

Penerapan Konsep

4. Jika P(x) = x* — x¥* + x¥* — 1 dan Q (x) = ¥* + 2x — 1, tentukan hasil bagi dan
sisa pembagian P (x) oleh Q (x) dengan menggunakan pembagian bersusun
dan nyatakan hasilnya ke dalam bentuk Ax) = Q(x) - H(x) + S(x).
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5.

Gunakan metode Horner untuk menentukan hasil bagi dan sisa
pembagian berikut ini.

2x* +5x° +2x* +11x —15
x+3

Pembagian bersusun dan metode Horner berikut digunakan untuk
mencari hasil bagi dan sisa pembagian setelah P(x) = 3x* — 17x* + 31x - 8
dibagi dengan Q(x) = x* — 4x + 3.

Cara 1: Pembagian Bersusun Cara 2: Metode Horner
3x-5 Karena Q (x) =¥ -4x+3=(x-1)
K —4x+3 )3x3 - 17x* +31x - 8 (x - 3), proses pembagiannya adalah
353 — 1252 + 9y sebagai berikut.
— 1 (3 =17 31 -8
-5x% + 22x — 8 5 w1
—5x% + 20x 15 - +
ot 7 313 -14 17 9
Dengan demikian, hasil baginya 3x - J = .
5 dan sisanya adalah 2x + 7. 3 -5 2

Jadi, hasil baginya adalah 3x - 5 dan
sisanya adalah 2.

Jawaban yang diperoleh dari dua cara tersebut ternyata berbeda.

Tentukan letak kesalahannya.

Jika P(x) = 3x° — 11x° + x* + 20x* - 3 dan ¢ =2, gunakan metode Horner

3
dan Teorema Sisa untuk menentukan nilai P(c).

Polinomial P(x) jika dibagi x — 2 sisanya —3, dan jika dibagi x + 3 sisanya
—13. Tentukan sisa polinomial tersebut jika dibagi x* + x - 6.
Perhatikan polinomial-polinomial P(x) dan Q(x) berikut.

P(x)=2x"-9x"+7x-10
Q(x)=((2x-9)x+7)x- 10
a). Tunjukkan bahwa kedua polinomial tersebut sama.

b). Tentukan P(4) dan Q(4).

c). Ubahlah bentuk polinomial R(x) = x* — 13x* + 23x* - 12x + 10 menjadi

bentuk seperti polinomial Q(x), dan gunakan hasilnya untuk
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d). Gunakan metode Horner untuk membagi R(x) dengan x — 11.

e). Bandingkan operasi-operasi yang digunakan di bagian (c) untuk
menghitung R(11) dengan langkah-langkah yang digunakan di
bagian (d).

D. Faktor dan Pembuat Nol Polinomial J

Pada subbab sebelumnya, kalian telah mempelajari Teorema Sisa. Gunakan
pemahaman kalian terhadap teorema tersebut untuk menyelesaikan aktivitas
berikut.

2]
4Q Eksplorasi

Mencermati dan Memilih Pembagian Polinomial

Di aktivitas ini kalian akan mencermati pembagian polinomial dan melihat
karakteristiknya. Untuk itu, lakukan pembagian pada setiap bentuk yang
diberikan dan pilihlah satu bentuk pembagian yang menurut kalian berbeda
dengan yang lain. Bersiaplah untuk memberikan alasan terhadap bentuk

pembagian yang kalian pilih.

x'+4x-2 x'—x-12
x—1 > x—4
2x° +9x+4 A x*—3x+1

x+3 X +2x—1

1. Teorema Faktor

Jika suatu polinomial P(x) dibagi dengan x — ¢, salah satu kemungkinannya
adalah bahwa pembagian tersebut menghasilkan sisa nol. Berdasarkan
Teorema Sisa, kita dapat menyimpulkan bahwa P(c) = 0. Dengan kata lain,
c adalah pembuat nol P. Jika c adalah pembuat nol P, apa hubungan x - ¢

dengan P(x)? Untuk menjawabnya, selesaikan aktivitas berikut.

2]
4ﬁ Eksplorasi

Menuju Teorema Faktor
Aktivitas ini akan mengajak kalian menemukan hubungan antara pembuat

nol dan faktor dari polinomial.
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1. Lengkapi tabel berikut. Untuk mengisi kolom ketiga, tentukan nilai P(c)
untuk setiap P(x) dan ¢ yang diberikan. Untuk mengisi kolom keempat,
bagilah P(x) dengan x — ¢ dan nyatakan hasilnya ke dalam bentuk P(x) =
(x - ¢ - H(x) + S(x).

P  Px)=(x-¢ - Hx) + Sx)

P(x)=x*-x-12 4
P(x) = x> + 3x* — 9x — 27 -3
P(x) = x* - 16 -2

2. Setelah melengkapi tabel pada bagian 1, Ambar menduga bahwa jika ¢
adalah pembuat nol dari P, maka x — ¢ adalah faktor dari P(x). Apakah
kalian setuju dengan dugaannya Ambar? Jelaskan alasannya!

3. Ambar memiliki dugaan lagi. Dugaannya kali ini merupakan “kebalikan”
dari dugaannya yang ada di bagian 2. Kali ini dia menduga bahwa jika
x — c adalah faktor dari P(x), maka c adalah pembuat nol dari P. Apakah
kalian sependapat dengan Ambar? Jelaskan alasannya!

Berdasarkan aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah menemukan ide

dari Teorema Faktor. Isi dari Teorema Faktor disajikan sebagai berikut.

Teorema Faktor
Misalkan P(x) adalah suatu polinomial dan c adalah bilangan real. P(c) = 0 jika
dan hanya jika x — ¢ merupakan faktor dari P (x).

Untuk mengetahui penggunaan Teorema Faktor, perhatikan Contoh 2.10

berikut ini.

Contoh 2.10

Memfaktorkan Polinomial
Ajeng mengamati bahwa jumlah semua koefisien dan konstanta P(x) =
x> + 2x* - 13x + 10 sama dengan nol. Oleh karena itu, dia menyimpulkan

bahwa x — 1 merupakan salah satu faktor P(x). Buktikan kesimpulan Ajeng
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tersebut dan gunakan kesimpulan itu untuk memfaktorkan P(x) secara

komplet.

Alternatif Penyelesaian
Kita akan membuktikan kesimpulan Ajeng dengan menggunakan Teorema

Faktor, yaitu dengan menentukan nilai P(1).
P1)=1°+2(12-13(1)+10=1+2-13+10 =0
Karena P (1) = 0, maka berdasarkan Teorema Faktor, x — ¢ adalah faktor dari P(x).

Selanjutnya, kita cari hasil bagi P (x) setelah dibagi dengan x - 1 dengan

menggunakan metode Horner.

1 1 2 -13 10
1 3 -10
1 3 -10 0

Dengan demikian, hasil baginya adalah x* + 3x — 10. Sekarang kita

faktorkan P (x) secara komplet seperti berikut.

P(x) = x’ +2x* —13x+10 Polinomial yang diberikan
= (x - 1)(x2 +3x— 10) Hasil metode Horner sebelumnya
=(x—1)(x—2)(x+5) X+ 3x-10 = (x - 2)(x + 5)

Misalkan P(x) = x* — 2x* — 21x — 18. Tunjukkan bahwa P (-1) = 0, dan gunakan

hal tersebut untuk memfaktorkan P (x) secara komplet.

(- Mari Berpikir Kritis

a). Apakah simpulan Ajeng di Contoh 2.10 selalu berlaku untuk semua
polinomial yang jumlah koefisien dan konstantanya sama dengan

nol? Jelaskan alasanmu!

IIMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




b). Ajeng juga memiliki prinsip bahwa jika jumlah koefisien suku-suku
yang eksponen variabelnya genap sama dengan yang ganjil, maka
polinomial tersebut memiliki faktor x + 1. (Misalnya untuk P(x) = 3x°
- 13x* + 5x + 21, karena 3 + 5 = —13 + 21 maka P(x) memiliki faktor x +

1.) Apakah kalian setuju dengan Ajeng? Jelaskan alasan kalian.

Apa yang telah digunakan oleh Ajeng pada Contoh 2.11 sangat bermanfaat
untuk menemukan faktor dari suatu polinomial. Selain itu, Sifat 2.5 berikut
ini juga dapat membantu kita untuk menemukan pembuat nol rasional dari

suatu polinomial.

Pembuat Nol Rasional

Misalkan polinomial P (x) = a x" + a_ x*"' + ... + a x + a memiliki koefisien
dan konstanta yang semuanya bilangan bulat dengan a_# 0 dan a_ # 0. Jika
polinomial P(x) tersebut memiliki pembuat nol rasional p/g, maka pmerupakan
faktor dari @ dan g merupakan faktor dari a .

Sifat 2.5 tersebut bersama dengan Teorema Faktor dapat mempermudah
kalian dalam menentukan faktor-faktor dari polinomial. Perhatikan Contoh
2.11 berikut.

Contoh 2.11

Menggunakan Teorema Faktor dan Pembuat Nol Rasional

Faktorkan polinomial P (x) = x* + 2x* — 9x — 18 secara komplet.

Alternatif Penyelesaian

Jika polinomial tersebut memiliki pembuatnol rasional p/q, maka pmerupakan
faktor dari a, = 18, yaitu *1, +2, £3, £6, dan +9 sedangkan g merupakan
faktor dari @ = 1, yaitu 1. Dengan cara coba-coba, kita dapat menunjukkan

bahwa 3 adalah salah satu pembuat nol polinomial P(x) tersebut.
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3 1 2 -9 -18

3 15 18

1 5 6 0

Dengan demikian, polinomial P(x) dapat dituliskan sebagai perkalian faktor-

faktornya seperti berikut.

Px)=3x-10x+x+6=(x*+5x+6)(x—3)=(x+3)(x+ 2)(x—-3)

Faktorkan P(x) = 2x* — 3x* — 12x + 20 secara komplet.
N N N N N N N N N N N N N N N NSNS |

2. Faktor, Pembuat Nol, dan Grafik Fungsi Polinomial

Kalian telah mempelajari Teorema Faktor di bagian sebelumnya. Teorema
Faktor tersebut memberikan koneksi antara pembuat nol dan faktor suatu
polinomial. Sekarang kita akan memperluas hubungan tersebut secara visual

dengan menggunakan grafik fungsi polinomial.

S
4Q Eksplorasi

Menemukan Koneksi antara Faktor Fungsi Polinomial dan Grafiknya

Di aktivitas ini kalian akan dipandu untuk menemukan koneksi antara fungsi

polinomial yang dinyatakan ke dalam bentuk pemfaktoran dan grafik fungsi

polinomial tersebut.

1. Gunakan informasi pada Grafik 2.21 dan 2.22 untuk melengkapi tabel
berikut ini dengan bentuk pemfaktoran dari fungsi polinomial yang

diberikan. (Untuk menentukan bentuk pemfaktorannya, kalian dapat
memanfaatkan pembuat nol rasional dan Teorema Faktor.)
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Fungsi Polinomial Grafik

y,,

Al =)
fl)=x-x-2 T

Bentuk pemfaktoran: I WY —t—
o)z ——— g\\/z

Gambar 2.21 Grafik Fungsi f

y,,

6,
gx)=x-2x*-5x+6 /\

Bentuk pemfaktoran: LT \1\/3 =

gx) =

y =g

Gambar 2.22 Grafik Fungsi g

2. Amati kembali bentuk pemfaktoran fungsi polinomial dan grafiknya
pada bagian 1. Apa yang dapat kalian simpulkan?

Di dalam aktivitas eksplorasi sebelumnya kalian telah menemukan prinsip
yang sangat berguna untuk menggambar grafik fungsi polinomial. Jika fungsi
polinomial dapat kita nyatakan ke dalam perkalian faktor-faktornya secara
komplet, maka faktor-faktor tersebut berhubungan dengan perpotongan
grafik fungsi tersebut terhadap sumbu X. Prinsip ini ditegaskan oleh sifat
hasil kali nol. Misalnya A dan B adalah bentuk-bentuk aljabar, maka

berdasarkan sifat hasil kali nol pernyataan berikut benar.
A - B =0 jika dan hanya jika A =0 atau B=0

Oleh karena itu, sampai di sini kita telah mendapatkan dua hal yang sangat
membantu untuk menggambar grafik fungsi polinomial, yaitu perilaku ujung-
ujung grafik yang telah kalian pelajari di subbab A dan perpotongan grafik

dengan sumbu X yang telah kalian temukan di aktivitas eksplorasi sebelumnya.
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Selain kedua hal tersebut, kita juga dapat menentukan perpotongan grafik
dengan sumbu Y dengan cara mensubstitusi x = 0 ke dalam persamaan fungsi.

Untuk lebih memahaminya, perhatikan Contoh 2.12 berikut.

Contoh 2.12

Perpotongan Grafik dengan Sumbu X

Tentukan perpotongan grafik fungsi f(x) = -2x* — 4x* + 10x + 12 terhadap

sumbu X.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan perpotongan grafik fungsi f; kita tentukan semua pembuat
nolnya. Karena jumlah koefisien suku-suku yang memiliki eksponen ganjil
sama dengan yang genap, -2 + 10 = —4 + 12, maka -1 adalah pembuat nol
fatau x + 1 adalah salah satu faktornya (lihat kembali prinsipnya Ajeng di
Mari, Berpikir Kritis terakhir).

Selanjutnya kita gunakan metode Horner untuk menentukan hasil bagi

flx) setelah dibagi x + 1.

Dengan demikian, —2x* — 4x* + 10x + 12 = (x + 1)(-2x* — 2x + 12). Sekarang,

kita tentukan semua pembuat nolnya.

(x+1)(—2x* —2x+12)=0 Hasil metode Horner sebelumnya
—2(x+1)(x*+x-6)=0 Faktorkan keluar -2 dari —2x* - 2x + 12
“2(x+1)(x+3)(x—2)=0 X+x-6=(x+3)(x-2)

Selanjutnya, kita selesaikan persamaan terakhir dengan menggunakan sifat

hasil kali nol.

x+1=0 atau x+3=0 atau x-2=0
x=-1 x=-3 x=2
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Jadi, grafik f memotong sumbu X di x = -3, -1, dan 2.

Tentukan perpotongan grafik fungsi g (x) = x* — 3x + 2 terhadap sumbu X.
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3. Pembuat Nol Kompleks

Pada Contoh 2.11 kalian telah melihat bagaimana memfaktorkan suatu
polinomial berderajat tiga menjadi perkalian tiga faktornya. Sekarang,
kerjakan aktivitas eksplorasi berikut untuk melakukan pemfaktoran pada

polinomial lainnya.

2]
48 Eksplorasi

Menemukan Semua Pembuat Nol Suatu Polinomial
Aktivitas ini akan memandu kalian untuk menemukan semua pembuat nol

suatu polinomial dan memfaktorkan polinomial tersebut secara komplet.

1. Carilah semua bilangan yang jika dipangkatkan empat hasilnya 81. Ada
berapa bilangan yang dapat kalian temukan?

2. Jelaskan mengapa permasalahan di bagian 1 sama saja dengan meminta
kalian untuk menentukan semua nilai x yang memenuhi persamaan
berikut.

x¥*-81=0

3. Dengan memperhitungkan bilangan-bilangan kompleks, Julvri dapat
menemukan empat selesaian dari persamaan x* — 81 = 0. Menurut kalian,
empat selesaian tersebut apa saja?

4. Berdasarkan hasil di bagian 3, faktorkan x* — 81 secara komplet.

Dari kegiatan eksplorasi sebelumnya, kalian telah menyadari pembuat nol-
pembuat nol yang berupa bilangan kompleks dari suatu polinomial. Pembuat
nol seperti ini disebut dengan pembuat nol kompleks. Berdasarkan teorema

faktor, hasil kegiatan eksplorasi tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut.
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Faktorisasi Penuh Polinomial

Jika P (x) adalah polinomial berderajat n dengan n > 1, maka ada bilangan-

bilangan kompleks a, ¢, c,, ..., ¢, (dengan a # 0) sedemikian sehingga
Px)=a(x-c)x-c)..(x-c)

Perhatikan Contoh 2.13 berikut untuk melihat bagaimana menentukan
pembuat nol dan faktor-faktor yang melibatkan bilangan kompleks dari

suatu polinomial.

Contoh 2.13

Menggunakan Faktorisasi Penuh Suatu Polinomial

Tentukan semua pembuat nol kompleks dari P (x) = x* — ¥* + x — 1 dan

faktorkan polinomial tersebut secara penuh.

Alternatif Penyelesaian

Pertama, kita faktorkan polinomial yang diberikan berikut ini.

P(x) = o -x"+x-1 Polinomial yang diberikan
=x* (x - 1) + (x - 1) Faktorkan keluar x* di dua suku pertama
= (xz + 1)(x -1) Sifat distributive

Untuk menentukan pembuat nol P, selesaikan persamaan P(x) = 0. Dengan
menggunakan sifat hasil kali nol, persamaan tersebut dapat diselesaikan

dengan membuat semua faktor P(x) sama dengan nol.

¥ +1=0 atau  x-1=0
xX¥=-1 x=1
x=tJ-1=+i

Ada tiga pembuat nol P, yaitu 1, i, dan —i. Dengan menggunakan Teorema

Faktor, maka kita dapat menuliskan P(x) menjadi seperti berikut.

P(x):(x—l)(x—i)(x—(—i)):(x—l)(x—i)(x+i)
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Tentukan semua pembuat nol kompleks dari P(x) = x* - 3x* + x + 5, kemudian
faktorkan P(x) tersebut.

(- Mari Berpikir Kritis

Apakah mungkin suatu polinomial yang semua koefisien dan konstantanya

berupa bilangan real memiliki tepat satu pembuat nol bilangan kompleks

yang bukan bilangan real?

Faktor dan Pembuat Nol Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep
1. Untuk suatu polinomial P(x), nilai P(10) adalah 0. Dengan demikian,
adalah faktor dari polinomial tersebut.

2. Benar atau Salah. Grafik fungsi polinomial P(x) memotong sumbu X di
titik (3, 0). Dengan demikian, (x + 3) adalah faktor dari P(x).
3. BenaratauSalah.Fungsi P(x) = (x+ 7)(x + 3)(x— 2) adalah fungsi polinomial

berderajat tiga satu-satunya yang grafiknya memotong sumbu X di (-7,
0), (-3, 0), dan (2, 0).

Penerapan Konsep

4. Jika P(x) = x* — 2x* — 13x* + 14x + 24, tunjukkan bahwa P(-3) = 0 dan P(2)
= 0. Gunakan fakta tersebut untuk memfaktorkan P(x) secara komplet.
Faktorkan P(x) = 5x° — 28x* + 45x — 18 secara komplet.

Dari ketiga grafik pada Gambar 2.23, manakah yang merupakan grafik
dari f{x) = (x + 1)(x - 1)*?

o o
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(a) (b) (c)
Gambar 2.23 Tiga Grafik Fungsi Polinomial
7. Diberikan tiga fungsi polinomial, yaitu fix) = x* + x* — 6x, g(x) = -x* -
x* + 6x, dan h(x) = x* - 4x. Dari ketiga fungsi tersebut, manakah yang
grafiknya ditunjukkan seperti pada Gambar 2.24? Jelaskan alasannya.
y‘

Gambar 2.24 Grafik Fungsi Polinomial

8. Carilah polinomial berderajat 4 yang pembuat nolnya adalah -3, 0, 1,
dan 4 dan koefisien x*-nya adalah 11.

9. Jika x + 2 dan x — 3 adalah faktor dari P(x) = 2x* + ax* + bx + 18, tentukan
nilai a dan b.

10. Carilah semua pembuat nol kompleks dari P(x) = x* — 5x* — 36, kemudian
faktorkan polinomial tersebut secara penuh.

11. Tentukan selesaian kompleks dari persamaan x* — x* + 5 = 10x - 1.

12. Sebuah peti kemas memiliki panjang 1 meter lebih dari dua kali lebarnya,
sedangkan tingginya dua kali lebarnya. Jika volume peti kemas tersebut
936 m? tentukan luas permukaan peti kemas tersebut.

E. Identitas Polinomial J

Kalian dapat menggunakan matematika untuk bermain sulap? Untuk

mengetahuinya, silakan kerjakan aktivitas eksplorasi berikut.
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N
4Q Eksplorasi

Bermain Sulap Menggunakan Identitas Polinomial

Melalui aktivitas ini kalian akan mengetahui bagaimana menggunakan

identitas polinomial untuk bermain sulap. Untuk itu, lakukan langkah-

langkah berikut ini.
Pilihlah satu bilangan secara bebas.

2. Jumlahkan bilangan tersebut dengan 1 dan kurangi bilangan tersebut
dengan 1, kemudian kalikan hasil penjumlahan dan pengurangan
tersebut.

3. Jumlahkan hasil sebelumnya dengan 11.

4. Setelah selesai, kurangi hasilnya dengan kuadrat dari bilangan yang
kalian pilih di awal tadi.

Berapapun bilangan yang kalian pilih di awal, kalian selalu akan
mendapatkan 10. Sekarang cermati kembali apa yang telah kalian lakukan

untuk mendapatkan bilangan 10 tadi, kemudian kerjakan soal-soal berikut.

a). Jika bilangan yang kalian pilih tadi adalah x. Bentuk aljabar seperti
apa yang dapat memodelkan operasi-operasi matematika yang kalian

lakukan mulai dari langkah 1 sampai 4?

b). Tunjukkan bahwa bentuk aljabar yang kalian temukan di bagian (a)

hasilnya selalu sama dengan 10.

c¢). Tunjukkan bahwa persamaan yang digunakan dalam permainan sulap
tadi setara dengan persamaan x* — 1 = (x + 1)(x - 1).
Dengan ide yang sama, buatlah permainan sulap yang berbeda dan

terapkan ke teman kalian.

Di aktivitas eksplorasi tersebut, kalian telah menggunakan suatu persamaan
polinomial yang selalu benar untuk setiap kemungkinan nilai variabelnya.
Persamaan seperti ini disebut dengan identitas polinomial. Identitas polinomial

yang digunakan di aktivitas ekplorasi sebelumnya merupakan bentuk khusus
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dari salah satu identitas yang sudah dipelajari di pembelajaran-pembelajaran

sebelumnya. Identitas-identitas tersebut antara lain sebagai berikut.

Sifat 2.7

Beberapa Identitas Polinomial

Berikut ini adalah beberapa identitas polinomial.
a). @-bV=(a+ba-0b)

b). (a+ b)*=a*+ 2ab + bV

c). (a-bl=a*-2ab+1?

d). @+ =(a+b)(a*-ab+ VP

e). @-b=(a-b)(a+ ab+ b

f). (a+ b)P=a®+3a’bh+3ab*+ b

g). (a-by=a-3ad’b+3ab’- b

Untuk membuktikan bahwa suatu persamaan merupakan identitas, kita
perlu menunjukkan bahwa bentuk yang di ruas kiri persamaan tersebut sama
dengan yang di ruas kanan untuk setiap kemungkinan nilai variabelnya.
Sebaliknya, jika kita ingin menunjukkan bahwa suatu persamaan bukan
merupakan identitas, kita cukup memberikan satu contoh nilai variabel
yang membuat bentuk di ruas kiri persamaan tersebut tidak sama dengan
bentuk yang di ruas kanan. Untuk lebih memahaminya, perhatikan Contoh
2.14 berikut.

Contoh 2.14

Membuktikan Identitas Polinomial
Buktikan apakah setiap persamaan berikut merupakan identitas polinomial

atau bukan.
a). (2 - yP)=4x -4y +

b). (2a - 5)(2a + 5) = 4a* - 20a + 25
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Alternatif Penyelesaian

a). Persamaan yang diberikan merupakan identitas polinomial. Untuk
membuktikannya, kita akan memulai dari ruas kiri, yaitu kita tunjukkan
bahwa bentuk di ruas kiri sama dengan bentuk yang berada di ruas
kanan seperti berikut.

(2x2 -y )2 = (sz )2 - 2(2x2y2 ) + ()/2 )2 Identitas polinomial 1
=4x' —4x’y* +y* Sederhanakan
Karena kalian telah menunjukkan bahwa bentuk ruas kiri sama dengan
bentuk ruas kanan, maka terbukti bahwa persamaan yang diberikan

merupakan identitas polinomial.

b). Kita pilih a = 0 untuk menentukan nilai yang berada di ruas kiri dan
kanan persamaan.
Ruas kiri=(2-0-5)(2-0+5)=(-5)(5) =-25
Ruas kanan = 4(0)* - 20(0) + 25 = 25

Karena ada a = 0 yang menyebabkan bentuk ruas kiri tidak sama dengan
yang di ruas kanan, maka persamaan polinomial yang diberikan bukan

merupakan identitas polinomial.

Buktikan bahwa persamaan-persamaan polinomial berikut merupakan

identitas polinomial atau bukan.
a). 2m-3)P°=8m’-27
b). (2x-3)*+5=4x>-12x+ 14

[ e L S e S e e |
Identitas pada Contoh 2.14 bagian (a) juga dapat ditunjukkan dengan
menggunakan luas persegi. Hal ini diilustrasikan oleh Gambar 2.25 berikut ini.
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Gambar 2.25 Luas persegi

é,va Mari Berkolaborasi

Buatlah sebuah identitas polinomial dan mintalah teman kalian untuk
membuktikan identitas polinomial tersebut. Koreksilah pekerjaan teman
kalian tersebut menggunakan proses yang telah kalian lakukan untuk

membuat identitas tersebut.

Salah satu kegunaan identitas polinomial adalah untuk memfaktorkan

polinomial. Hal ini ditunjukkan oleh Contoh 2.15 berikut ini.

Contoh 2.15

Menggunakan Identitas Polinomial
Faktorkan (3x — 1)* - 25.

Alternatif Penyelesaian
Polinomial yang diberikan merupakan pengurangan dua bentuk kuadrat.

Oleh karena itu, kita gunakan identitas polinomial 1 untuk memfaktorkannya.

(3x—1)*-25=(3x-1)* -5 25 = 52
= [(3" - 1) + 5] [(335 - 1) - 5] Identitas polinomial 1
= [3x 1+ 5][3x - 5] Hilangkan tanda
kurung
=(3x+4)(3x-6) Sederhanakan

I]Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl y




Faktorkan 4x* + 12xy + 9y~
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Identitas Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau Salah. Semua persamaan polinomial merupakan identitas
polinomial.

2. Benar atau Salah. Jika ada satu saja nilai variabel yang tidak memenuhi
suatu persamaan polinomial, maka persamaan polinomial tersebut
bukanlah identitas polinomial.

3. pP-¢=

Penerapan Konsep
4. Buktikan apakah persamaan-persamaan polinomial berikut merupakan

identitas polinomial atau bukan.
a). 3(x-1)"=(3x-3)*
b). (a-b+cP=a>+ b+ - 2(ab- ac+ be)
5. Jika (* + x— 6)(x—4) = P(x) - (x + 3) adalah identitas, tentukan polinomial
P (x).

6. Masalah Bilangan. Togar melakukan perhitungan terhadap beberapa
pasang bilangan sebagai berikut.

3?-22=9-4=5 3+2=5
4 -32=16-9=7 4+3=7
52-42=25-16=9 5+4=9
6°—5"=36-25=11 6+5=11

Setelah mengamati polanya, Togar menyimpulkan bahwa selisih dari
kuadrat dua bilangan bulat yang berurutan selalu sama dengan jumlah
kedua bilangan tersebut. Apakah kalian setuju dengan pernyataannya

Togar? Jika iya, buktikan pernyataan tersebut. Jika tidak, carilah satu
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7. Tripel Pythagoras. Jika a dan b adalah bilangan-bilangan real positif
dengan a > b, buktikan bahwa a* - b?, 2ab, dan @* + b* merupakan panjang
sisi-sisi segitiga siku-siku.

8. Faktorkan setiap polinomial berikut ini.

a). 16(4 - 3x)* - 25

b). m'+ 6m’n® + 9n*
9. Grafik fungsi f(x) = x* - 2x* = 2x* + x+ 10 dan g (x) = -2x* + 8x* + x - 15
ditunjukkan pada gambar berikut.
yi
| y = flx)

T T T - T Y\‘ } :
2 ~—F— 2 x

y=gx)

Gambar 2.26 Grafik Fungsi f dan g

Tentukan titik-titik potong kedua grafik tersebut.

S. Rangkuman

1. Monomial adalah suatu bilangan, suatu variabel berpangkat bilangan
cacah, atau perkalian antara bilangan dan satu atau lebih variabel-
variabel berpangkat bilangan cacah. Polinomial adalah bentuk aljabar
yang berupa monomial atau penjumlahan dari dua atau lebih monomial.

2. Jika suatu monomial berbentuk ax" dengan a adalah koefisien tak nol,
derajat monomial tersebut adalah n. Jika suatu monomial terdiri dari
beberapa variabel, derajatnya adalah jumlah dari eksponen semua
variabel tersebut. Derajat suatu polinomial adalah derajat dari sukunya
yang berderajat tertinggi.

3. Fungsi polinomial memiliki bentuk umum P (x) = a x"+ a_ x""'+a_x"*
+..+ax+adengana,a

a .. a,dan g adalah bilangan-bilangan

n-1> “n-2°

real, a # 0, dan n adalah bilangan cacah.
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10.

11.

12.

13.

Perilaku ujung-ujung grafik fungsi polinomial dipengaruhi oleh
derajatnya (genap atau ganjil) dan koefisien utamanya (positif atau
negatif).

Penjumlahan dan pengurangan polinomial dilakukan dengan men-
jumlahkan atau mengurangkan suku-suku yang sejenis. Perkalian
polinomial dilakukan dengan menggunakan sifat distributif.

Jika P (x) dan Q (x) adalah polinomial, dengan Q (x) # 0, maka ada
polinomial-polinomial H (x) dan S (x) yang masing-masing tunggal,
dengan S (x) adalah 0 atau polinomial berderajat kurang dari Q (x),

sehingga
M:H(XHE atau P(x)=Q(x)- H(x)+ S(x)
o) o) el Rl

Pembagian polinomial dapat dilakukan dengan cara bersusun ataupun

metode Horner.

Berdasarkan Teorema Sisa, jika polinomial P(x) dibagi dengan x - ¢,

maka sisanya sama dengan P(c).

Misalkan P(x) adalah suatu polinomial dan c¢ adalah bilangan real.

Berdasarkan Teorema Faktor, ¢ adalah pembuat nol Pjika dan hanya jika

x — ¢ faktor dari P(x).

Pada grafik suatu fungsi polinomial, pembuat nol polinomial tersebut

direpresentasikan dengan perpotongan grafik tersebut terhadap sumbu

X.

Jika P(x) adalah polinomial berderajat n dengan n > 1, maka ada bilangan-

bilangan kompleks q, ¢, c,, ..., ¢, (dengan a # 0) sehingga
PAx)=a(x-c)x-c)..(x-c)

Identitas polinomial adalah persamaan polinomial yang selalu benar

untuk setiap kemungkinan nilai variabelnya.
Berikut ini adalah beberapa identitas polinomial yang sering digunakan.

a). @-b=(a+ b)a-Db)

b). (a+ b)*=a* + 2ab + b*

c). (a-bP=a*-2ab+1?

d). @+ b =(a+ b)(a® - ab+ V)
e a—-b=(a-Db)(a*+ab+ V)
f). (a+ b)P=a®+3a’bh+3abl+ b
g). (a-by=a-3d*b+3ab’- b
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman
Benar atau Salah. Tentukan apakah pernyataan nomor 1 sampai 3 berikut

benar atau salah.

1. Perilaku ujung grafik fungsi polinomial yang berderajat ganjil dan
memiliki koefisien utama negatif adalah mengarah ke kiri bawah dan
kanan atas (., /).

2. Pembagian pada dua polinomial dilakukan dengan menggunakan
metode Horner sebagai berikut.

3 1 0 -3 -8
3 9 18

1 3 6 10

Hasil pembagian tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut.
¥-3x-8=(x-3)(x*+3x+6)+10
3. Persamaan 4a* - 1 = (2a + 1)(2a — 1) merupakan identitas polinomial.

Isian Singkat. Lengkapilah pernyataan nomor 4 — 6 berikut dengan isian
yang paling tepat.

4. Jika a # 0, derajat ax"y™ adalah ___ .

5. Berdasarkan Teorema Sisa, jika polinomial P(x) dibagi dengan x + 4,
sisanya adalah __

. Grafik P(x) = (x + 5)(x + 2i)(x — 2i) memotong sumbu Xdi ___

7. Tentukan derajat dari polinomial 9 — x + 2x* — 4x* - 5x* dan 3a*l’ - 44°
+2b° - 10.

8. Deskripsikan perilaku ujung grafik fungsi polinomial f{x) = —2x* + 3x*
+ 5x — 6 dan pilihlah grafik pada Gambar 2.27 yang paling sesuai untuk
merepresentasikan grafik fungsi ftersebut.
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Gambar 2.27 Tiga Grafik Fungsi Polinomial

9. Sederhanakan (m+n+1)(m+n-1)-(m-n+1)(m+n+1).

10. Misalkan P(x) = ¥* + x* — 3x* — 3 dan Q(x) = (x + 2)(x — 2). Bagilah P(x)
dengan Q(x) kemudian nyatakan hasilnya ke dalam bentuk P(x) = Q(x) -
H(x) + S(x).

11. Gunakan metode Horner dan Teorema Sisa untuk menentukan nilai P(c)
jika P(x) = x* — 10x* + 84x - 28 dan ¢ = 9.

12. Tentukan semua titik potong grafik fungsi polinomial flx) = x* + x* - 5x
- 5 dengan sumbu X.

13. Tentukan semua pembuat nol kompleks dari polinomial P(x) = x* — 4x* +
2x + 4 dan faktorkan polinomial tersebut secara penuh.

14. Buktikan apakah persamaan polinomial 49 - (2x + 7)* = -2x(14 + 2x) dan
(m* + n?)* = (m* — n®)? + (2mn)* merupakan identitas polinomial.

Penerapan
15. Luas Daerah. Perhatikan daerah yang diarsir pada Gambar 2.28 Daerah

tersebut terletak di antara dua lingkaran yang memiliki pusat sama.

Gambar 2.28 Luas Daerah yang Diarsir

Nyatakan luas daerah yang diarsir sebagai fungsi terhadap x.
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15. Luas Permukaan. Sebuah kotak karton berbentuk balok memiliki
panjang, lebar, dan tinggi secara berturut-turut 50 cm, 30 cm, dan 25 cm.

a). Tentukan luas permukaan kotak tersebut.

b). Jika kotak tersebut dibuat ulang dengan memotong panjang, lebar, dan
tingginya sepanjang x m, tentukan luas permukaan kotak yang baru.

c). Tentukan nilai x jika luas permukaan kotak yang baru adalah 3.400 m?.

16. Volume. Seutas kawat yang panjangnya 144 cm akan digunakan untuk
membuat rangka balok yang alasnya berbentuk persegi dengan panjang
sisi x cm.

a). Nyatakan volume balok tersebut sebagai fungsi terhadap x.
b). Tentukan daerah asal fungsi di bagian (a).
c). Tentukan volume balok tersebut untuk x = 12.
17. Finansial. Jika uang sejumlah 100 juta rupiah ditabung ke dalam
bank selama 3 tahun, maka saldo uang tersebut (dalam jutaan rupiah)

dinyatakan ke dalam rumus berikut.
S(x) = 100(1 + x)?

dengan x adalah bunga yang diberikan bank tersebut per tahunnya.
Tentukan saldonya jika bank tersebut memberikan bunga 5% per tahunnya.

18. Letusan Gunung Berapi. Gunung Semeru adalah salah satu gunung
berapi yang dapat melontarkan batu pijar ketika meletus. Misalkan
sebongkah batu besar terlontar dari kawah gunung tersebut dengan
kecepatan 25 m/s dan dengan sudut 60° di atas garis horizontal,
perhatikan gambar berikut.

y

Vo =

60°

20 m

Gambar 2.29 Lontaran Batu Pijar
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Dengan menggunakan prinsip-prinsip fisika dan dengan menganggap
bahwa kawah gunung tersebut sebagai titik (0, 0), lintasan batu tersebut
dapat dimodelkan sebagai fungsi berikut.

4
y=3x——x*
125

dengan x adalah jarak horizontal yang telah ditempuh batu tersebut,
sedangkan y adalah ketinggiannya relatif terhadap kawah gunung.

a). Tentukan ketinggian batu tersebut relatif terhadap kawah gunung
ketika x = 25.

b). Batu tersebut membentur tanah ketika batu itu terletak 20 m di
bawah kawah. Tentukan jarak horizontal batu tersebut dari kawah

ketika sampai di tanah.

Penalaran
19. Nyoman mengalikan (2x + 3)(2x — 3) dan menghasilkan 4x* + 9. Untuk
memeriksa apakah yang dilakukannya sudah tepat, dia menggunakan
kalkulator grafik untuk menggambar grafik y = (2x + 3)(2x - 3) dan y =

4x* + 9. Hasilnya diperlihatkan pada gambar berikut.
Vi

Gambar 2.30 Tampilan Kalkulator Grafik
Karena dia hanya melihat satu grafik, maka dia menganggap bahwa
grafik y = (2x + 3)(2x — 3) berhimpit dengan y = 4x* + 9. Dengan demikian,
kedua polinomial tersebut sama sehingga jawabannya sudah tepat.

Jelaskan mengapa kesimpulan Nyoman terhadap tampilan kalkulator

Bab 2 | PoIinomialm
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20. Untuk setiap fungsi polinomial yang dinyatakan ke dalam grafiknya
ini, tentukan banyaknya pembuat nol real dan pembuat nol tak realnya.
Jelaskan juga alasannya.

YA YA YA

/| ~\
VA Ry

=Yy
=Yy
=y

N

(a) (b) (©
Gambar 2.31 Tiga Grafik Fungsi Polinomial

21. Buktikan Sifat 2.5, yaitu jika P(x) adalah polinomial yang semua koefisien
dan konstantanya adalah bilangan bulat dengan koefisien utama dan
konstantanya tidak nol serta memiliki pembuat nol rasional p/q, maka p
adalah faktor dari konstanta dan g adalah faktor dari koefisien utama P(x).

Strategi Menang Lelang

Pernahkan kalian mengikuti atau
sekedar ~ melihat acara lelang?
Bagaimana proses pelelangannnya?
Di dalam suatu lelang, kalian dapat
melakukan penawaran secara terbuka

maupun tertutup. Jika dilakukan secara

terbuka, orang lain dapat melihat
berapa besar penawaran kalian. Gambar 2.32 Suasana Lelang.

Sumber: Pixabay/Daniel_B_photos (2021)
Sebaliknya, jika dilakukan secara
tertutup, orang lain tidak dapat melihat penawaran yang kalian buat. Selain
itu, kalian juga dapat melakukan penawaran berkali-kali atau hanya satu
kali. Orang yang melakukan penawaran tertinggi akan menjadi pemenang

lelang.
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Bayangkan kalian sedang melakukan acara lelang bersama dengan
teman-teman. Di dalam pelelangan tersebut, kalian hanya boleh melakukan
penawaran satu kali secara tertutup. Barang yang dilelang adalah sebuah

novel baru.

1. Harga sebenarnya dari novel tersebut adalah Rp100.000,00. Agar
mendapat keuntungan, kalian tentu akan memberikan penawaran di
bawah harga tersebut. Sebagai contoh, jika kalian dapat mendapatkan
novel tersebut hanya dengan penawaran Rp10.000,00, keuntungan yang
kalian dapatkan adalah Rp90.000,00. Untuk setiap penawaran yang
disajikan dalam tabel berikut, berapakah keuntungan yang dapat kalian
dapatkan?

Penawaran 10.000 20.000 40.000 30.000 p

Keuntungan

2. Di dalam lelang tersebut, misalnya kalian hanya melawan satu teman
dan teman tersebut juga mengetahui bahwa harga sebenarnya novel
tersebut adalah Rp100.000,00. Berapakah peluang kalian dapat menang
dengan penawaran Rp20.000,00? Dengan kata lain, berapakan peluang
teman kalian melakukan penawaran di bawah Rp20.000,00?

3. Berapakan peluang kalian menang dengan penawaran p rupiah?

4. Jikadalam suatu penawaran kalian memiliki peluang menang 40% dengan
keuntungan Rp60.000,00, maka dapat dikatakan bahwa keuntungan
harapannya adalah 40% x Rp60.000,00 = Rp24.000,00. Buatlah persamaan
yang memodelkan harapan keuntungan yang kalian peroleh jika
menawar sebesar p rupiah, kemudian sketsalah grafiknya. Berapakah
keuntungan harapan maksimum yang dapat kalian peroleh?

5. Misalnya ada satu teman lagi yang bergabung ke dalam lelang tersebut
sehingga banyaknya peserta lelang menjadi tiga orang. Bagaimana
pengaruh keikutsertaannya terhadap keuntungan dan peluang menang
kalian dalam lelang tersebut? Buatlah persamaan untuk menghitung
keuntungan harapannya jika penawarannya sebesar p rupiah, kemudian
sketsalah grafiknya. Berapakah keuntungan harapan maksimumnya?
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6. Buatlah persamaan untuk menentukan keuntungan harapan jika
diketahui penawarannya p rupiah dan banyaknya peserta lelangnya n
orang. Jika banyaknya peserta semakin banyak, bagaimana keuntungan
harapan maksimumnya?

[ e L T e N s |
b . | Refleksi

Ingatlah kembali pengalaman belajar kalian di Bab 2 Polinomial ini. Setelah
itu, refleksikan pengalaman belajarmu tersebut dengan menanggapi

pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 2 Polinomial? Ceritakan manfaat yang dapat kalian rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar
di Bab 2 Polinomial? Apakah semua strateginya sudah membantu untuk
belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 2 Polinomial ini
dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel berikut.

TARGET PEMBELAJARAN ®) ® ®

Subbab A Polinomial dan Fungsi Polinomial

1. Saya dapat membedakan polinomial dan bukan
polinomial.

2. Saya dapat menentukan derajat dari suatu
polinomial.

3. Saya mengetahui bentuk umum fungsi
polinomial dan mengidentifikasi karakteristik
grafiknya.

Subbab B Penjumlahan, Pengurangan, dan Perkalian Polinomi

4. Saya dapat melakukan penjumlahan polinomial
secara tepat.

5. Saya dapat melakukan pengurangan polinomial
dengan benar.

6. Saya dapat mengalikan polinomial secara tepat.
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TARGET PEMBELAJARAN

Subbab C Pembagian Polinomial

7. Saya dapat melakukan pembagian polinomial
dengan cara bersusun.

8. Saya dapat menggunakan metode Horner untuk
membagi polinomial.

9. Saya dapat menggunakan Teorema Sisa untuk
menentukan nilai suatu polinomial.

Subbab D Faktor dan Pembuat Nol Polinomial

10. Saya dapat menggunakan Teorema Faktor untuk
memfaktorkan suatu polinomial.

12. Saya dapat menentukan pembuat nol rasional
dari suatu polinomial dengan melihat koefisien
utama dan konstantanya.

13. Saya dapat melihat koneksi antara faktor,
pembuat nol, dan grafik suatu polinomial.

14. Saya dapat menentukan semua pembuat nol
kompleks dari suatu polinomial.

Subbab E Identitas Polinomial

15. Saya dapat membuktikan identitas polinomial.

16. Saya dapat menggunakan identitas polinomial
untuk memfaktorkan suatu polinomial.

C] Pengayaan

» Istiqgomah. 2020. Modul Matematika Peminatan Kelas XI
KD 3.4. Kementerian Pendidikan dan Kebudayaan. http://
penilaian.sma kemdikbud.go.id:8063/emodulsma/detail.
php?id=MTIO0
Modul ini membahas pengertian dan operasi aljabar

pada polinomial, pembagian polinomial, dan persamaan
polinomial.
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» Kristanto, Y. D., & Santoso, E. B. 2017. Aljabar dan Trigonometri. Sanata
Dharma University Press. Buku ini membahas beberapa topik terkait
polinomial yang dapat dijadikan pengayaan, misalnya Aturan Descartes

dan Teorema Fundamental Aljabar.
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Bab 3

Pernahkah terpikir oleh kalian ketika kita mengirim pesan WhatsApp
kepada seseorang mengapa orang lain tidak dapat menerima pesan

tersebut? Apakah WhatsApp dapat membaca pesan yang kita kirim?




Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan

sebagai berikut.

» Menentukan konsep dari matriks.

»  Mengidentifikasi jenis-jenis matriks berdasarkan ordo dan elemen penyusunnya.

» Menentukan matriks transpos.

» Menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan kesamaan dua matriks.

» Menjelaskan konsep operasi penjumlahan dan pengurangan dua matriks.

» Menjelaskan konsep operasi perkalian skalar dengan matriks dan
perkalian dua matriks.

» Menentukan determinan matriks berordo 2 x 2 dan 3 x 3.

» Menentukan invers matriks.

» Membuat model matematika dan menyelesaikan masalah kontekstual matriks.

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Pengertian
Dasar Matriks
Kesamaan
Dua Matriks

Jenis-jenis

Matriks q
Matriks
Transpos

Determinan dan
Invers Matriks )

Determinan
<_

Operasi

pada Matriks l
Jumlah dan Selisih Perkalian
Antarmatriks Matriks
L Penjumlahan BNY Perkalion Matriks
Matriks dengan Skalar
Pengurangan Perkalian
Matriks Dua Matriks
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Matriks, Matriks Transpos, Kesamaan Dua Matriks,
Penjumlahan Matriks, Pengurangan Matriks, Perkalian

Matriks, Determinan Matriks, Invers Matriks.

C{g Pengantar Bab

Pesan Rahasia

Pengamanan dan kerahasiaan
data merupakan salah satu
hal yang sangat penting dari
suatu sistem informasi. Kasus
penyadapan banyak terjadi
baik kasus yang terjadi pada

komunikasi antar individu

maupun antar negara. Hal Gambar 3.1 Keamanan Data

ini sangat merugikan. Untuk

mengantisipasi hal tersebut sangat dibutuhkan suatu teknik pengamanan
data, salah satunya adalah teknik kriptografi. Kriptografi adalah suatu ilmu
dan seni menyandikan pesan ke dalam bentuk yang tidak dapat dimengerti
maknanya oleh orang lain. Kriptografi digunakan untuk menjaga keamanan
pesan yang dikirim dari suatu tempat ke tempat lain. Bagaimana cara untuk
membuat pesan kriptografi? Detailnya akan kalian lihat pada proyek bab
ini.

Pada bab ini kita akan mempelajari materi matriks. Salah satu cara
pembuatan pesan kriptografi adalah menggunakan bentuk matriks. Matriks
memiliki operasi perkalian yang melibatkan beberapa elemennya sekaligus
sehingga membuat penyidikan kode sulit dilakukan. Selain digunakan di
kriptografi, matriks juga banyak digunakan di bidang lain dalam kehidupan
sehari-hari. Tentu saja hal ini dapat kita pahami setelah mempelajari matriks.

Marilah, kita belajar matriks dengan sungguh-sungguh dan semangat.




A. Menemukan Konsep Matriks )

Data sangat sering kita jumpai dalam kehidupan sehari-hari. Tampilan data
dapat berbentuk tabel atau daftar.

N
4@ Eksplorasi

Konsep Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk menemukan konsep

matriks. Perhatikan informasi berikut ini.

Guru membagikan hasil ulangan harian mata pelajaran Matematika dan
Bahasa Inggris kepada Aisyah, Alex, dan Wayan. Aisyah mendapat nilai
80 pada mata pelajaran Matematika dan 75 pada mata pelajaran Bahasa
Inggris. Alex pada mata pelajaran Matematika mendapat nilai 70 dan pada
mata pelajaran Bahasa Inggris mendapat nilai 95. Wayan memperoleh nilai
Matematika tertinggi yaitu 95 sedangkan nilai Bahasa Inggris yang diperoleh
Wayan adalah 75. Sajikan data tersebut ke dalam Tabel 3.1.

Tabel 3.1. Data Nilai Ulangan Peserta Didik terhadap Dua Mata Pelajaran

Nilai Mata Pelajaran
Nama Peserta Didik

Matematika Bahasa Inggris

Aisyah
Alex

Wayan

Sajikan data pada Tabel 3.1 dalam bentuk baris dan kolom dengan

menghilangkan judul baris dan kolom ke dalam bentuk berikut
A=|.. .| A=|l.. .. ,atau A=|...

Susunan bilangan pada A berbentuk .....
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Tabel 3.2. Data Absensi Peserta Didik Kelas XI dengan Rentang Waktu Satu

Semester
Nama Peserta .
Didik Sakit Tanpa Keterangan
Aisyah 2 1 0
Alex 3 1
Wayan 1 2 1

Sajikan data pada Tabel 3.2 dalam bentuk baris dan kolom dengan

menghilangkan judul baris dan kolom ke dalam bentuk berikut
B=|.. .. ..|,B=|.. .. ..|, atau B=|..

Susunan bilangan pada B berbentuk .... .

Susunan bilangan yang disusun pada A dan B di atas disebut dengan

matriks.

Dari matriks A dan B dapat kita peroleh ciri-ciri yaitu

Secara umum matriks dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.1

Matriks

Matriks adalah susunan bilangan yang disusun dalam suatu jajaran

berbentuk persegi panjang yang terdiri atas baris-baris dan kolom-kolom.

Kelompok bilangan tersebut ditulis di dalam kurung biasa “( )”, kurung

< »

siku [ ] atau

Catatan: Dalam buku ini, matriks dituliskan dengan menggunakan kurung

siku *[ ]”.




Penamaan suatu matriks dilambangkan dengan huruf kapital, seperti
A, B, C, D, ..., dan seterusnya. Bilangan-bilangan yang menyusun matriks
dinamakan elemen matriks. Elemen suatu matriks biasanya dinotasikan
dengan huruf kecil sesuai dengan nama matriksnya atau dapat ditulis huruf

besar apabila elemen matriks tersebut juga berupa matriks.

Secara umum matriks dapat ditulis sebagai berikut

a; 4y Gz .- 4 |— baris ke-1
Ay Gy Gy3 ... 0y, |— baris ke-2
Amxn =| 43;  dgy [ZZF IR as, —> baris ke-3

a,. |— baris ke-m

L “ml m2 m3 b mn _|
l kolom ke-n
kolom ke-3
kolom ke-2
kolom ke-1

Keterangan:

A :Matriks A berordo (ukuran) mxn dengan m menyatakan banyak baris
matriks A dan n menyatakan banyak kolom matriks A. Bilangan m dan n
adalah bilangan-bilangan asli.

a,: menyatakan elemen matriks pada baris ke-i dan kolom ke-j dengan
i=1,23,.,mdan j=1,23,..,n.

Contoh 3.1

Konsep matriks

Perhatikan permasalahan berikut.

Covid-19 (coronavirus disease 2019) adalah jenis penyakit menular
yang disebabkan oleh virus dari golongan coronavirus, yaitu SARS-CoV-2
yang sering disebut virus korona. Penyebaran virus ini di Indonesia

sangatlah cepat. Berdasarkan corona.jogjaprov.go.id data penambahan
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kasus Covid-19 di Daerah Istimewa Yogyakarta pada tanggal 25 dan 26
Juni 2021 adalah sebagai berikut.

Tabel 3.3. Data Penambahan Kasus Covid-19 di Daerah Istimewa Yogyakarta

ELT Terkonfirmasi Sembuh Meninggal
25/06/2021 783 277 16
26/06/2021 782 233 2%

Ubahlah penampilan data tersebut dalam bentuk matriks kemudian

tentukan ordo dan elemen-elemen matriks tersebut.

Alternatif Penyelesaian
Matriks yang terbentuk dari data tersebut adalah:

Ao 783 277 16
782 233 22

Matriks A terdiri atas 2 baris dan 3 kolom matriks. A dikatakan berordo
atau berukuran 2x3 dan ditulis sebagai A, ,. Misalkan elemen-elemen pada
matrik A diatas dinyatakan dengan a,yang berarti elemen matriks A terletak
pada baris i dan kolom j sehingga matriks A dapat ditulis sebagai berikut.

A, :|:a11 ayp ‘113}

Ay Gy Gy

dengan demikian elemen-elemen pada contoh tersebut dapat dituliskan

sebagai berikut.
> a,=783 > a, =782
» a,=277 » a, =233
» a;3=16 > Ay =22

Tabel berikut menunjukkan data banyak hewan ternak yang dimiliki

beberapa warga di suatu desa.




Tabel 3.4. Data Banyak Hewan Ternak.

Nama Ayam Bebek Kambing Sapi
Andi 6 15 5 0
Isogi 9 10 2 1
Nadivah 0 9 0 1
Rakha 12 6 0 2

a. Nyatakan data tersebut dalam bentuk matriks.
b. Tentukan ordo matriksnya.

c. Tentukan elemen a,, dan a,

l

Evva Mari Berkolaborasi

Asupan gizi bagi atlet sangatlah penting. Asupan gizi diperlukan untuk
penyediaan energi tubuh saat seorang atlet melakukan berbagai aktivitas fisik
misalnya pada saat latihan, bertanding, dan pemulihan baik setelah latihan
maupun bertanding. Berdasarkan interaktif.kompas.id perkiraan kebutuhan
minimal energi pada atlet renang putra pada usia 11-12 tahun untuk
kebutuhan normal adalah 2000 kalori, jika ditambah 1 jam latihan menjadi
2200 kalori, dan 2500 kalori apabila ditambah 2 jam latihan. Pada usia 13-14
tahun untuk kebutuhan normal dibutuhkan 2200 kalori, jika ditambah 1 jam
latihan menjadi 2500 kalori, dan 3000 kalori apabila ditambah 2 jam latihan.
Pada usia 15-18 tahun untuk kebutuhan normal dibutuhkan 2600 kalori, jika
ditambah 1 jam latihan menjadi 2900 kalori, dan 3200 kalori apabila ditambah
2 jam latihan. Pada usia 19-25 tahun untuk kebutuhan normal dibutuhkan
2700 kalori, jika ditambah 1 jam latihan menjadi 3000 kalori, dan 3300 kalori
apabila ditambah 2 jam latihan.

Jawablah pertanyaan berikut!

a). Sajikan data tersebut dalam bentuk tabel.

b). Tuliskanlah kelompok bilangan pada tabel tersebut ke dalam bentuk
matriks dengan nama matriks A!

c). Tentukan banyak baris dan kolom pada matriks yang diperoleh pada

soal b.
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d).

e).
f).

g)-

Sebutkan elemen pada baris kedua!
Sebutkan elemen pada kolom ketiga!

Sebutkan elemen a_, a.,, dan a,,!

12> 723’

Diskusikan hasil jawaban kalian dengan teman-teman. Tuliskan

perbedaannya!

Konsep Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1.

Benar atau salah. Matriks adalah susunan bilangan di dalam kurung siku
saja.

Benar atau salah. Elemen suatu matriks dapat ditulis dengan huruf besar.
Benar atau salah. Banyak elemen pada matriks A merupakan hasil
perkalian antara banyak baris dengan banyak kolom pada matriks A.

Penerapan Konsep

4.

2 -2 -1 0
. 7 3 -9 4
Jika P= , maka tentukan:
1 1 6 =5
7 7 0 1

a). ordo matriks P

b). elemen-elemen baris ke-3

c). —Py +(P33 ~ Do )2

Daging hewan ayam, bebek, kambing, dan sapi merupakan sumber
protein yang baik. Selain itu, daging hewan tersebut juga mengandung
lemak dan menghasilkan kalori. Berdasarkan eatjoy.co.id, setiap 100
gram daging ayam mengandung lemak 25g; protein 18,2g; dan kalori 302
kal. Daging bebek mengandung lemak 28,6g; protein 16g, dan kalori 326
kal. Daging kambing mengandung protein dan lemak masing-masing
9,2g serta kalori 154 kal. Daging sapi mengandung protein dan lemak
masing-masing 14g serta kalori 207 kal. Sajikan data tersebut dalam

bentuk matriks, tentukan ordo dan sebutkan elemen matriknya.




B. Jenis-Jenis Matriks J

Berikut merupakan jenis-jenis matriks yang perlu kalian ketahui.

1. Matriks Baris
Matriks baris adalah matriks yang berordo 1xn. Matriks baris terdiri dari

satu baris dan memuat n elemen. Berikut ini adalah contoh matriks baris.
A, = [85 70] , matriks baris yang berordo 1x2.

B = [65 60 90 95 80], matriks baris yang berordo 1x5.

2. Matriks Kolom
Matriks kolom adalah matriks yang berordo mx1. Matriks kolom terdiri

dari satu kolom dan memuat m elemen. Berikut ini adalah contoh matriks

kolom.
68 .
A, = 79| matriks kolom yang berordo 2x1.
0]
B, =| 68 |, matriks kolom yang berordo 3x1.
92

3. Matriks Persegi
Matriks persegi adalah matriks yang berordo mxn dengan nilai m=n.

Berikut ini adalah contoh matriks persegi.

21 11
A, = _—— matriks persegi yang berordo 2x2.
[21 11 12
B,,=|10 27 31|, matriks persegi yang berordo 3x3.
|19 17 27

Perhatikan matriks persegi berordo nxn di bawah ini.

G G, a3 ... 45 | — > Diagonal samping matriks A
Ayy Oy Gyz o Oy
A =| 03 Gz, Og ... 4y,
|97 4y, Gy ... @y | —— 3 Diagonal utama matriks A
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Dalam matriks persegi, elemen-elemen yang terletak pada garis hubung
elemen a dengan elemen a_  disebut dengan diagonal utama matriks,
sedangkan elemen-elemen yang terletak pada garis hubung elemen a

dengan elemen a_ disebut dengan diagonal samping.

Matriks Datar dan Matriks Tegak

Matriks tegak adalah matriks yang berordo mxn dengan nilai m >n yang
berarti banyak baris lebih banyak dari pada banyak kolom. Matriks datar
adalah matriks yang berordo mxn dengan nilai m <n yang berarti banyak
kolom lebih banyak dari pada banyak baris. Matriks datar dan matriks
tegak biasanya juga sering disebut matriks persegi panjang. Berikut ini

adalah contoh matriks datar dan matriks tegak.

24 11

Ay, =| 9 21 , matriks tegak yang berordo 3x2
(15 17
1 3 7 5

B,,=|2 4 3 1|, matriks datar yang berordo 3x4
9 2 2 1

Matriks Segitiga
Matriks segitiga adalah matriks persegi dengan elemen-elemen matriks
yang berada di bawah diagonal utama atau di atas diagonal utama semua

bernilai nol. Matriks segitiga ada dua macam yaitu.

a). Matriks segitiga atas adalah matriks yang elemen-elemen di bawah
diagonal utama semuanya bernilai nol.
2 3 51
0 2 4

Apa=| 0 !
e 51
1

b--0-20
b). Matriks segitiga bawah adalah matriks yang elemen-elemen di atas
diagonal utama semuanya bernilai nol.
2 &-6-9
3200
A, = AN

5 4 59
17 11

Bab 3 | Matriksm




6. Matriks Diagonal
Perhatikan matriks persegi berikut ini.

2 o 21 0:--0
14>< = B — 2 \\I

w2 {0 25} b =| &, 279
6

>

--s0 27

Matriks persegi di atas semua elemennya bernilai nol, kecuali elemen-
elemen yang terletak pada diagonal utama. Matriks seperti ini disebut

dengan matriks diagonal.

7. Matriks Identitas

Mari perhatikan matriks diagonal berikut ini.

Lo 100
IZx2:|:0 J I,=l0 1 0
00 1

Matriks diagonal dengan elemen-elemen pada diagonal utamanya satu

disebut dengan matriks identitas.

8. Matriks Nol
Perhatikan matriks berikut ini.

02x2=[0 0} 0,,=[0 0]

0 0

Matriks O tersebut semua elemennya bernilai nol. Matriks seperti ini
dinamakan dengan matriks nol.

9. Matriks Simetris
Matriks simetris adalah matriks persegi dengan elemen-elemen yang
letaknya simetris terhadap diagonal utama bernilai sama. Dengan kata
lain, elemen a,sama dengan elemen a, dengan ¢ # 7. Berikut ini contoh

matriks simetris.

A4><4 =

= g W N
N DD W
R &, |
—_— e N =
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10. Matriks Transpos

Untuk memahami matriks tranpos kita perhatikan permasalahan berikut.

Kedisiplinan kehadiran dari peserta didik merupakan hal terpenting
untuk kesuksesan kegiatan belajar mengajar. Berikut ini adalah data

rekapan absensi kehadiran peserta didik setiap kelas di suatu SMA.

Tabel 3.5. Data Rekapan Absensi Peserta Didik Setiap Kelas di SMA dengan
Rentang Waktu Satu Semester.

(GIED
XMIPA X MIPA X XIMIPA XIMIPA XI X1l X1l X1l
1 2 IPS 1 2 IPS MIPA1 MIPA2 IPS
Keterangan
[jin 5 3 2 1 0 3 1 1 3
Sakit 1 4 0 1 1 3 2 1 3
Tanpa 0 2 | 2] o 3 | 2| s 1 | 2
keterangan

Data tersebut dicetak pada kertas secara landscape.

Jika data tersebut direpresentasikan ke dalam matriks akan diperoleh
matriks berikut ini.
532103113
Dy,=[1 4 0113213
0 2 203 2512
Karena untuk keperluan laporan maka Kepala Sekolah SMA Makmur
menghendaki data tersebut dicetak dalam kertas secara portrait. Agar
tampilannya rapi maka matriks D, berubah menjadi matriks D, ,
sebagai berikut.
5

9x3 —

[ e N O N o = N
N = U1 DNDW O NN O

LDk kR W o R, N W




Dari permasalahan tersebut dapat kita peroleh bahwa matriks Dyxs
merupakan transpos dari matriks Dsx,. Matriks transpos adalah matriks
baru yang diperoleh dengan cara menukar elemen-elemen pada baris
menjadi kolom dan sebaliknya elemen-elemen pada kolom menjadi

baris. Matriks transpos D dinotasikan dengan D’ atau D'.

Contoh 3.2

Matriks Transpos

2
Jika C= 3} merupakan matriks kolom, maka transpos matriks C adalah

matriks l_)aris C' :[2 3]

-7 8 1 3
, 5 9 7 2 . .
Jika D= s 5 1 3 merupakan matriks persegi, maka transpos
1 -6 0 1
-7 5 2 1
. t 8 9 2 -6 g g
matriks D adalah D" = 2 1 o |Y2ngjuga merupakan matriks
persegi. 3 92 3 1

Tentukan transpos dan jenis matriks berikut.

9 -1 2 3 1
a. A=[1 3 5] b. B={ 3 0 c.C=l1 6 -2
4 5 -7

av |i' Mari Mengomunikasikan
5 [ 1¢

Padi merupakan salah satu tanaman pangan yang memegang peran penting
bagi perekonomian di Indonesia. Terkadang padi yang akan dipanen

mengalami gangguan yang mengakibatkan penurunan hasil atau bisa
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disebut gagal panen. Hal ini dapat disebabkan oleh beberapa faktor seperti
kekeringan, banjir, dan hama. Berikut ini adalah data luas lahan tanaman

padi yang mengalami gagal panen.

Tabel 3.6. Data Luas Lahan Tanaman Padi (dalam ha) yang Gagal Panen Menurut

Penyebabnya.
Kabupaten Kekeringan
Pacitan 0 375 699
Ponorogo 27 991 321
Blitar 0 101 0
Kediri 327 12 0
Malang 0 0 2237
Jember 19 0 36

a. Pilih data dari Tabel 3.6. agar dapat membentuk matriks segitiga berordo
3x%3.

b. Buatlah transpos dari matriks yang kalian buat!

c. Apa simpulan yang dapat kalian ambil berdasarkan jawaban a) dan b)?

Jelaskan!

ae e s e e e e s s s e S e e e e A e e e e e e e e e e e e e ey |

Jenis-jenis Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar.

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salah. Matriks tegak merupakan bagian dari matriks persegi
panjang.

2. Benar atau salah. Jika matriks A adalah matriks diagonal, maka matriks
A adalah matriks segitiga.

3. Benar atau salah. Jika matriks I adalah matriks simetris, maka matriks I
adalah matriks identitas.

4. Benar atau salah. Transpos dari matriks baris adalah matriks kolom.




Penerapan Konsep
5. Tentukan jenis matriks-matriks berikut.

2 9 -1
N b). B=|0 1 2 ) -
a). A= . B= c). C=

13 5 C=|0 2 0

0 0 1 0 0 1
7 -1 3

6. Jika diketahui matriks A=|-1 9 2| dan A' merupakan transpos

3 2 1

matriks A, maka tentukan jenis matriks A dan jenis matriks A"
7. Jika matriks I adalah matriks identitas, maka matriks I adalah matriks
diagonal. Berikan penjelasan tentang kebenaran pernyataan tersebut.

C. Kesamaan Dua Matriks J

Pada subbab ini, kalian akan mempelajari kesamaan dua matriks. Untuk
itu, mari bersiap melakukannya dengan mengerjakan aktivitas eksplorasi

berikut ini.

N
4ﬁ Eksplorasi

Kesamaan Dua Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan konsep

kesamaan dua matriks. Perhatikan permasalahan berikut.
Matriks berikut menunjukkan harga jual kue di Toko A.

44000 71000 53000
38000 52000 43000
33000 45000 38000

Baris-barisnya secara berturut-turut menunjukkan ukuran kue kotak besar,
kotak sedang dan kotak kecil. Kolom pertama menunjukkan harga kue
bika Ambon, kolom kedua menunjukkan harga kue lapis legit, dan kolom
ketiga menunjukkan harga kue bolu pandan. Toko B menjual macam kue
yang sama dengan toko A. Selain itu ukuran dan harganya pun juga sama.
Sajikan data Toko A ke dalam matriks A dan data Toko B ke dalam matriks
B. Amatilah kedua matriks tersebut. Menurut kalian apakah matriks A dan B
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sama? Apakah kedua matriks tersebut memiliki ordo yang sama? Bagaimana
keterkaitan elemen-elemen seletak dari matriks A dan B? Berikanlah
simpulan dari pengamatan kalian.

ae e e s e e e e s s s e S e e e s s s s e e e e e e e S ey |

Dari permasalahan tersebut kita dapat menentukan konsep kesamaan dua

matriks sebagai berikut.

Definisi 3.2

Kesamaan Dua Matriks
Matriks A dan B dikatakan sama, dinyatakan sebagai A = B, jika dan hanya jika

a). matriks A dan matriks B mempunyai ordo yang sama

b). semua elemen-elemen yang seletak pada matriks A dan B mempunyai

nilai yang sama, a; = b; (untuk semua nilai i dan j).

Contoh 3.3

Kesamaan Dua Matriks

Diketahui matriks A dan matriks B sebagai berikut.

-x 2 =i 2
A= dan B=
Ly 22} [ 6 9}
Jika matriks A sama dengan B maka tentukan nilai x, y, dan z.

Alternatif Penyelesaian

« Matriks A dan B berordo sama yaitu 2x2 berarti syarat pertama bagi
kesamaan dua matriks telah terpenuhi

« Syarat kedua kesamaan matriks A dan B adalah semua elemen-elemen
yang seletak mempunyai nilai yang sama, sehingga diperoleh sebagai
berikut.
» —x=—1maka x=1
» —3y=6maka y=—2

» 2°=9 maka z=+3

Jadinilai x=1, y=—2,dan 2 =% 3.




Diketahui matriks A dan matriks B sebagai berikut:

7 b+3 7c 3a-1
A= dan B=
d-5 —-b-3 2a+1 —5¢
Jika matriks A sama dengan B maka tentukan nilai a+b+c+d.

ae e s S e e e s s s e e e e e s s s s e e e e e s e e S e oy |

Kesamaan Dua Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salah. Dua matriks yang mempunyai ordo yang sama
merupakan salah satu syarat dua matriks yang sama.

2. Benar atau salah. Dua matriks yang sama selalu memiliki ordo yang
sama.

4 -9
4 —
3. Benar atau salah. Jika diketahui matriks R=L . } dan C=|7 1 |,
maka matriks R sama dengan matriks C.
Penerapan Konsep

-x—-3 0
Y } dan I adalah matriks identitas berordo 2x2 dimana

4. Jika A {
(x-2y)" 1

A = 1, maka tentukan nilai x+ y.

5. Hitunglah nilai a+ b+ ¢ +d yang memenuhi kesamaan matriks

a+2b 2a+b 3 3 -3
c+d 2c+d| |7 1]
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6. Aplikasi matriks dalam bidang komputer.
40 Gambar 3.2 menunjukan jaringan
komputer dengan 4 node, laju aliran dan
arah aliran di cabang-cabang tertentu

diketahui. Jika disajikan dalam matriks

sebagai berikut.
X3 10
$ x, + X, 40
X, + X4 30
45 x, +10 | |45

Gambar 3.2 Jaringan komputer
x,+10 | |55

dengan baris matriks secara berturut-turut menunjukkan node A, B, C, dan

D. Tentukan laju aliran x,, x,, dan x,.

D. Penjumlahan dan Pengurangan Antarmatriks )

1. Penjumlahan Matriks

‘!lil‘ Matematika dalam Budaya

Batik Emprit

Gambar 3.3 Batik Emprit
Sumber: bbkb.kemenperin.go.id/ (2021)

Burung emprit (Jawa) atau burung pipit merupakan burung yang tidak
pernah lepas dari kelompoknya. Meskipun burung emprit berbadan kecil,
namun mampu bertahan menghadapi dunia yang luas karena mereka selalu

hidup berkelompok.

Motif batik burung emprit ini menyampaikan pesan agar manusia belajar

dari alam dan sekitarnya, bahwa sebagai makhluk sosial kita harus menjaga

hubungan baik dengan sesama.




Tahukah kalian bahwa proses produksi batik dapat dijelaskan dengan

penjumlahan matriks?

Sebelum kalian melihat definisi formal dari penjumlahan matriks, kerjakan

kegiatan eksplorasi berikut.

~
4@ Eksplorasi

Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan konsep

penjumlahan matriks. Perhatikan permasalahan berikut.

Batik telah menjadi bagian dari budaya Indonesia. Berikut ini adalah
data biaya bahan dasar dan data tenaga kerja di sebuah perusahaan industri

kerajianan batik pada bulan Januari.

Tabel 3.7. Data Biaya Bahan Dasar (dalam juta rupiah)

Batik Handprint Batik Cap Batik Tulis
Kualitas I 23 45 82
Kualitas II 16 32 60

Tabel 3.8. Data Biaya Tenaga Kerja (dalam juta rupiah)

Batik Handprint Batik Cap Batik Tulis
Kualitas I 8 10 15
Kualitas II 6 8 14

Dengan menggunakan konsep matriks biaya produksi dapat diperoleh

dengan langkah-langkah berikut.

a. Buatlah matriks biaya bahan dasar dan matriks biaya tenaga kerja!

b. Tentukan matriks biaya produksi yang merupakan penjumlahan dari
biaya pembelian bahan dasar dan biaya tenaga kerja!

c. Interpretasikan setiap elemen matriks biaya produksi!

d. Apabila pada matriks biaya bahan dasar data batik tulis dihapus, apakah

matriks biaya produksi dapat dihitung? Berikan alasanmu!
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Dari permasalahan tersebut, tulislah yang kalian ketahui dari
penjumlahan matriks.

ae e e s e e e e s s s e S e e e s s s s e e e e e e e S ey |

Dari kegiatan ekplorasi yang telah kalian lakukan, definisi penjumlahan

matriks dapat ditulis sebagai berikut.

Definisi 3.3

Penjumlahan Matriks

Jika matriks A dan B adalah matriks-matriks yang berordo mxn dengan
elemen-elemen a; dan b, maka ada matriks C yang merupakan hasil
penjumlahan matriks A dengan matriks B atau C = A+ B. Matriks Cjuga

berodo mxn dengan elemen-elemen c,=a,+ bij (untuk semua i dan ).

Contoh 3.4

Penjumlahan Matriks

Diketahui matriks-matriks berikut ini.
-2 9 =il =3
A= { } dan B= [ }
3 -1 -1 1
Tentukan jumlah matriks A dan matriks B.
Alternatif Penyelesaian
-2 9 -1 -3 —2+(1) 9+(-3 -3 6
A4 B . _ (1) 9+(3)|_
3 -1| |-1 1 3+(-1) —1+1 2 0
.. . . -3 6
Jadi jumlah matriks A dan matriks B adalah { } .

2 0
Y
-1 2 1] (2 7 0

Tentukan hasil penjumlahan matriks | 3 6 9 [+|3 7 1
2 5 -7 5 -6 9




N
4ﬁ Eksplorasi

Sifat-Sifat Penjumlahan Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan sifat-sifat

penjumlahan matriks.

Diketahui matriks-matriks

A{zx 1}32[2 _3},dan C=[3 1}
1 3 1 -1 2 -1
a. Hitunglah A+ Bdan B+ A, dugaan apa yang kalian buat?

b. Tentukan (A+B)+Cdan A+ (B+ (). Apa yang dapat kalian peroleh?

c. Jika ada matriks O yang merupakan matriks nol maka tentukan A + O

dan O+ A. Sifat apa yang dapat kalian dapatkan?

-4 -1
d. Jika matriks —A merupakan lawan dari matriks A, —A = } maka

tentukan penjumlahan matriks A dan matriks —A. Apa yang dapat kalian

peroleh dari menjumlahkan kedua matriks tersebut?

Berdasarkan kegiatan eksplorasi yang kalian lakukan, dapat diperoleh sifat-

sifat penjumlahan matriks sebagai berikut.

Sifat-Sifat Penjumlahan Matriks
Misalkan matriks A, B, C, dan O merupakan matriks-matriks yang berordo

sama, maka dalam penjumlahan matriks

» Bersifat Komutatif : A+ B=B+A4

» Bersifat Asosiatif : (A+B)+C=A+(B+C)

» Terdapat sebuah matriks identitas yaitu matriks O yang bersifat
A+O=0+A=A

» Matriks A mempunyai lawan yaitu —A yang bersifat A+ (—A4) = O
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2. Pengurangan Matriks
Rumusan penjumlahan matriks dapat kita terapkan untuk memahami konsep

pengurangan matriks.

Definisi 3.4

Pengurangan Matriks

Jika matriks A dan B adalah matriks-matriks yang berordo mxn maka
pengurangan matriks A dengan matriks B didefinisikan sebagai jumlah

antara matriks A dengan lawan dari matriks B. Ditulis sebagai berikut.

A—B=A+(—B)

Contoh 3.5

Pengurangan matriks

Diketahui matriks-matriks

5 2 -1 -2 -1 13
A= , B= ,dan C=
Tentukan pengurangan matriks:

a). A—B
b). A—-C

Alternatif Penyelesaian
1 2
-11

a). —BZ[

1 2] 6 4
—-11| |04
b). Matriks A dan C berordo tak sama, dengan demikian A—C tidak

terdefinisi.

. . . . -1 0 3 -3 -1 3
Diketahui matriks-matriks P = L ) } dan Q= { . } maka
tentukan P— Q.

A-B=A+(-B) =E §]+




Berdasarkan Contoh 3.5 jelas bahwa pengurangan matriks A dan B
adalah dengan cara mengurangkan elemen-elemen matriks A dengan
elemen-elemen matriks B yang seletak. Definisi pengurangan matriks dapat

pula dituliskan sebagai berikut.

Definisi 3.5

Pengurangan matriks

Jika matriks A dan B adalah matriks-matriks yang berordo mxn dengan
elemen-elemen a, dan b, maka ada matriks C yang merupakan hasil
pengurangan dari matriks A dengan matriks B atau C = A-B. Matriks Cjuga

berodo mxn dengan elemen-elemen ¢,=a,~ bij (untuk semua i dan j)

Contoh 3.6

Pengurangan Matriks

-1 9 3 0
Diketahui matriks-matriks A=| 2 9 | dan, B=|2 —5| maka tentukan
A-B. 8 —7 2 —1

Alternatif Penyelesaian
-1 9 3 0 -1-3  9-0 -4 9
A-B=|2 9 |-|2 -5|=|2-2 9-(-5) 14
8 7| |2 -1 8—2 —7—(-1) 6 —6

Diketahui matriks-matriks

Il
o

-7 1 9 -1 -3 4
1 0 2 5 51

Jika X adalah matriks berordo 3x3 dan X + P = Q, maka tentukan matriks X.
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(- Mari Berpikir Kritis

Apakah sifat-sifat operasi penjumlahan matriks pada Sifat 3.1 berlaku

untuk operasi pengurangan matriks? Berikan alasan!

Penjumlahan dan Pengurangan Antarmatriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salah. Operasi penjumlahan matriks dilakukan dengan cara
menjumlahkan elemen-elemen matriks A dan elemen-elemen matriks B
saja.

2. Benar atau salah. Dua buah matriks dapat dikurangkan apabila matriks
tersebut memiliki ordo yang sama.

1 3
3. Benar atau salah.{ ! 2} +19 —7|= [2 ° }
-3 1 6 —6
Penerapan Konsep
4. Diketahui matriks-matriks

*log 27 0 *log 81 1
A= °8 dan B= °8 . Tentukan A-B.
0 "log21 -1 ’log3

5. Tentukan nilai x, y, dan z yang memenuhi:

2x y 6 —x 2 1 .
- + =0, dengan O adalah matriks nol berordo 2x2.
3z z 2y 7 -9 6

E. Perkalian Matriks J

1. Perkalian Matriks dengan Skalar
Kalian sudah mempelajari penjumlahan matriks. Konsep penjumlahan
berulang pada aljabar akan digunakan dalam matriks. Mari, kita lakukan

kegiatan eksplorasi berikut.




N
4Q Eksplorasi

Perkalian Matriks dengan Skalar
Melalui kegiatan eksplorasi kalian diajak untuk menemukan konsep
perkalian matriks dengan skalar. Konsep penjumlahan berulang pada aljabar

akan digunakan dalam matriks.

Perhatikan matriks berikut

e

Dengan aturan penjumlahan matriks dapat diperoleh

A+A[:::_ 1 et = o] ] =2

Apabila penjumlahan matriks A sampai k kali maka diperoleh
A+A+A+---+A =

k kali penjumlahan matriks A
Dari langkah-langkah di atas jelaskan yang kalian ketahui dari perkalian

matriks dengan skalar.

a e s S e e e s e s e e e s e e e S A e e e e e St |

Dari kegiatan ekplorasi yang telah kalian lakukan, definisi perkalian matriks

dengan skalar dapat diungkapkan sebagai berikut.

Definisi 3.6

Perkalian Matriks dengan Skalar
Jika matriks A adalah matriks yang berordo mxn dan k adalah bilangan
real (k sering disebut skalar), maka kA menyatakan matriks yang diperoleh

dengan mengalikan setiap elemen pada matriks A dengan k.
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Contoh 3.7

Perkalian Matriks dengan Skalar

1 1
-1 = =
4 2} , tentukan 2P.
1

—6

Misalkan P = [
—4

Alternatif Penyelesaian

1 1
-1 .1 2x(-1) 2x— 2x|—— -2 1 -1
2P=2 4 2= 4 2)= 2
-6 1 —4 2x(=6) 2x1 2x(-4) -12 2 -8
Y
>/// Mari Mencoba

o 1 1
4 2

Jika Q = 1 % % dan k£ = 4, maka tentukan kQ.
8 1

Sifat-Sifat Perkalian Matriks dengan Skalar

Misalkan matriks A dan B merupakan matriks-matriks yang berordo sama,
serta k dan h merupakan skalar, maka memenubhi ketentuan berikut.

kO = O, dengan O adalah matriks nol

kA= O,untuk k=0

Bersifat Asosiatif  : h(kA) = (hk)A
Bersifat Distributif : (b +k)A =hA + kA
Bersifat Distributif : k(4 + B) = (kA) + (kB)

2. Perkalian Dua Matriks

N
4Q Eksplorasi

Perkalian Dua Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan konsep

perkalian dua matriks. Perhatikan permasalahan berikut.




Sebuah perusahaan yangbergerak dibidang konstruksimemilikibeberapa
kontrak pekerjaan di tiga lokasi yang berbeda yaitu di Kota Pontianak, Kota
Surabaya, dan Kota Makasar. Berikut ini disajikan data banyaknya karyawan

pada perusahaan di tiga lokasi tersebut.

Tabel 3.9 Data Banyak Karyawan

Lokasi Karyawan Tetap Karyawan Paruh Waktu
Kota Pontianak 450 120
Kota Surabaya 380 140
Kota Makasar 420 87

Besar gaji per hari untuk karyawan tetap adalah Rp125.000,00 sedangkan
untuk karyawan paruh waktu Rp80.000,00. Dengan menggunakan konsep
matriks dana yang harus dikeluarkan perusahaan di setiap harinya pada

setiap lokasi dapat diperoleh sebagai berikut.

Misalkan data banyak karyawan menjadi matriks A dan besar gaji

karyawan (dalam ribu rupiah) menjadi matriks B.

R

Dana yang harus dikeluarkan perusahaan tersebut dinyatakan ke dalam

matriks dengan mengalikan matriks A dengan matriks B.

AB=|.. .. [}: XX | =

a. Interpretasikan setiap elemen matriks hasil perkalian matriks diatas.

b. Perhatikan ordo matriks A, ordo matriks B, dan ordo matriks AB. Dugaan
apa yang dapat kalian buat?

c. Apabila salah satu kolom pada matriks A dihilangkan apakah perkalian
matriks A dengan matriks B dapat dilakukan? Jelaskan.

d. Dari permasalahan tersebut, tulislah simpulan yang kalian ketahui dari

perkalian dua matriks.
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Dari kegiatan ekplorasi yang telah kalian lakukan, definisi perkalian dua

matriks dapat diungkapkan sebagai berikut.

Definisi 3.7

Perkalian Dua Matriks
Jika matriks A adalah matriks berordo m X n dan B adalah matriks berordo

n X p maka ada matriks C yang merupakan hasil perkalian matriks A
dengan matriks B atau C = AB. Matriks C berordo m X p dan elemen-
elemen c, dihitung dengan cara mengalikan elemen baris ke-i pada matriks
A terhadap elemen kolom ke-j pada matriks B, kemudian ditambahkan

hasilnya.

Ci; — Qn .b]j aln aiQ.ij = A3 .b3j + ..o+ a/m.bnj

Contoh 3.8

Perkalian Dua Matriks

-7 2 2 1 2
Jika A=| 1 0 -1|dan B=|-1 3|, tentukan matriks AB dan matriks BA.
203 —1 2 0

Alternatif Penyelesaian
(-7 2 =2][1 2
AB=[1 0 -1(-1 3
2 3 -1)l2 o0

[=7() +2(-1)+(-2)(2)  ~7(2)+2(3) +(-2)(0)
=| 1M)+0(-)+(-1)(2)  1(2)+0(3)+(-1)(0)
L 20 +3-D+(D@)  2(2)+3(3) +(=1)(0)
[—7+(-2)+(-4) -14+6+0
=l 140+(-2) 2+0+0
| 2+(=3)+(-2)  4+9+0

[-13 -8
= -1 2
-3 13




matriks BA tidak terdefinisi karena banyak kolom pada matriks B tidak sama
dengan banyak baris pada matriks A.

1 -3 3 1 -4
Jika C = L ) 2} dan D= L ) }, tentukan matriks CD dan matriks DC.

(/~ Mari Berpikir Kritis

Di sebuah industri rumah tangga memproduksi makanan kripik tempe,
kripik pisang, dan kripik kentang. Makanan tersebut dipasarkan ke tiga
tempat yaitu tempat A, B, dan C. Banyaknya kripik (dalam toples) disajikan
pada matriks P berikut. Kolom dalam matriks P tersebut berturut-turut
menunjukkan tempat A, tempat B dan tempat C sedangkan baris-barisnya

secara berturut-turut menunjukkan kripik tempe, kripik pisang, dan kripik

kentang.
15 12 20
P=|25 10 15
15 15 20

Harga untuk setiap toples keripik (dalam rupiah) dinyatakan dalam

matriks berikut.

20.000 | kripik tempe
Q=|15.000 | kripik pisang
30.000 | kripik kentang

a. Tentukan matriks PQ.

b. Apakah matriks PQ merupakan matriks pendapatan untuk setiap
tempat? Apabila iya, interpretasikan setiap elemen matriks tersebut
namun apabila tidak carilah solusi agar menemukan matriks

pendapatan untuk setiap tempat.
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Sifat-Sifat Perkalian Dua Matriks

Berikut ini merupakan sifat-sifat perkalian dua matriks.

Misalkan matriks A, B, C, dan I merupakan matriks-matriks yang berordo
sama, I merupakan matriks identitas, maka memenuhi ketentuan berikut.
Bersifat Asosiatif : (AB)C = A(BC)

Identitas :AI=IA=A

Distributif : A(B£C)=AB+ AC atau (A+B)C=AC+BC

(- Mari Berpikir Kritis

Apakah perkalian dua matriks bersifat komutatif? Jelaskan.

Kalian telah mempelajai tentang bilangan kompleks di Bab 1. Mungkin ada

di antara kalian berfikir pendefinisian bilangan kompleks terlalu dibuat buat,

mulai dari pendefinisian sesuatu yang tidak ada yakni j = /-1 . Pada kegiatan
berpikir kreatif berikut, kalian akan melihat bahwa sistem pada bilangan

kompleks yakni tentang i’ =— 1 dapat di analogikan dengan menggunakan

konsep operasi matriks.

o

Mari Berpikir Kreatif

1 0 0 -1
Jika diketahui {0 1}=1 dan L 0 }i, dengan menggunakan operasi

penjumlahan matriks dan perkalian matriks dengan skalar maka buktikan:

a, —b . a, -b .
S N

a4

—b
1} =a, +ib,dan {Zz 2} =a, +ib,, buktikan:
4

dengan menggunakan {
PR

1
(a+ib) + (a2 +ib) = (@ +an) +i(b+b,)
(@ +1ib) (@ + iby) = (@@ — biby) + i (ab, + asby)




Perkalian Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salah. Misalkan k adalah skalar dan A adalah matriks berordo
mxn, maka kA juga berordo mxn.

2. Benar atau salah. Jika matriks A dan B berordo sama, dengan A adalah
matriks nol dan B adalah sembarang matriks maka AB juga matriks nol.

3. Benar atau salah. Tidak ada matriks yang memenuhi sifa A bukan matriks
nol dan AA=A.

Penerapan Konsep

1 -8 3 2
4. Diketahui Pz[ . 2}, QZ{ ) 2}, dan X matriks berordo 2x2 yang

memenuhi persamaan P —2X =3Q. Tentukan matriks X.

-2 91| 4 0 -3 -9
5. Diketahui x = , tentukan nilai x+7y.
3 0|1 y+1| |12 0

6. Ekonomi. Tata, Putri, dan Qaila menabung di Bank bersama-sama.
Matriks besarnya tabungan mereka (dalam rupiah) adalah:
2.000.000 | Tata
3.500.000 | Putri
4.000.000 |Qaila

Apabila suku bunga tunggal 6% per tahun. Tentukan matriks besarnya
bunga tabungan (dalam rupiah).

7. Ekonomi. Sebuah toko kue kering memiliki dua cabang yaitu di
Yogyakarta dan di Jakarta. Berikut ini adalah matriks banyaknya kue

(dalam toples) dengan kolom-kolom matriks berturut-turut menyatakan
kue putri salju, kue nastar, dan kue sagu.

23 22 17 |Yogyakarta
{27 20 16}]akarta

Harga kue putri salju tiap toples adalah Rp40.000,00; kue nastar
Rp30.000,00; dan harga kue sagu Rp27.000,00. Dengan konsep perkalian
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matriks tentukan pendapatan di setiap cabang toko kue apabila semua

kue terjual.

F. Determinan dan Invers Matriks J

1. Determinan Matriks
Konsep determinan matriks ada kaitannya dengan penyelesaian sistem

persamaan linear. Kita perhatikan sistem persamaan linear dua variabel
(SPLDV) berikut.

{aux +a,y=b
X + 0,y =,
Solusi umum dari sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV) tersebut

dapat ditunjukkan berikut ini.

ba,, b
x:M dan y=

> dengan ;1) — Ay Gy, #0
110y, = 0y14y, Qy10p; = 014y

Perhatikan bahwa kedua pecahan sebelumnya memiliki penyebut yang

sama yaitu a,,a,, —a,,a,, yang disebut sebagai determinan matriks A.

Definisi 3.8

Determinan matriks

a, a
Jika A ={ H 12} maka determinan dari matriks A dapat dinyatakan
Lo U

a;; Ay

det A =|A| = =a,,a,, —4y,4,,

Ay Gy

Dari Definisi 3.8., penyelesaian sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV)

dapat ditentukan dengan menggunakan matriks sebagai berikut.

{anx +a,y=b
ayX +ay,y =b,

Bentuk matriks:

{ 1 }{ i| { 1i|
21 22 J 2




Nilai x dan y dapat ditentukan

bl alz all bl
b, a a b
) Gy 21 O a a
x:a dan y=ﬁ,dengan L )
11 12
11 12 a21 a22
ay; Gy dy1 Ay
b, a a, b a,, a
11 oo
D, = 1 12,Dy: 1 A dan D=
b, a, ayy Oy Ay Gy

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV)

adalah himpunan yang memuat pasangan berurutan (x, y).

Contoh 3.9

Determinan Matriks berordo 2 x 2

-1 3
1. Tentukan nilai determinan matriks A ={ . 5} .

2x—y=17
2. Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear { . Y w
x—4y=

Alternatif Penyelesaian

- 3
= (=1)x (=5)—(~7)x3=26
xS =)
2 —-1||x 7
2. Bentuk matriks dari SPLDV di atas adalah [1 _4}[ }=L4]
Nilai x dan y adalah sebagai berikut. Y

1. |Al=

7 -1
L A x4y -axy) 2814 -1
2 -1 @x(-4)-(1x(-1) -8+1 -7

1 —4
2 7
114 @x14)-(x7) 28-7 21
YTl ST @x(-4)-(x(-1) 841 7
1 —4

2 =7
{ XY adalah

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear
x—4y=14

himpunan yang memuat pasangan berurutan (2,-3).
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9 «x
1. Diketahui matriks M = L; 7} dan det M =9, tentukan nilai x.
. . . 2x—y=8
2. Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear .
x+3y=-10

Eaa e s s s S e s s s e e e s s s s s s s A e e e e e e e e ey |

a. Metode Sarrus

Bagaimana cara menentukan determinan matriks berordo 3x3?
Perhitungan determinan matriks berordo 3x3 merupakan pengembangan
dari perhitungan determinan matriks berordo 2x2. Ingat, Definisi 3.8

determinan matriks berordo 2x2 dapat kalian amati sebagai berikut.

a, a
Misalnya A ={ ! 12} , maka determinan matriks A:

a21 aZZ

21

Metode ini disebut Metode Sarrus.

Untuk menentukan determinan matriks berordo 3x3 dengan metode
Sarrus, caranya adalah dengan menyalin elemen-elemen pada kolom pertama
dan kedua dari matriks tersebut ke sebelah kanan. Setelah itu, determinan
matriks berordo 3x3 diperoleh dengan menjumlahkan atau mengurangkan
dari hasil perhitungan enam diagonal (elemen tiap diagonal dikalikan

dahulu), seperti yang ditunjukkan berikut ini.

4y G Gy
Misalnya A=|a, a, a, |, maka determinan matriks A:

a a

31 33




a;; 4 43 1 4
Gy Qyy  Ay3| =10y Ay
a3 Q3p  dsg 1 @5
+) +) &)

= 11y 055 + 15053051 + 4130503y — A3109503 — A3, 0y30y; — 3305,y

Catatan: Metode Sarrus hanya dapat digunakan untuk menentukan

determinan matriks berordo 2x2 dan 3x3.

b. Metode Ekspansi Kofaktor

Metode ekspansi kofaktor digunakan untuk menentukan determinan berordo

lebih dari 2x2.

Definisi 3.9

Minor dan Kofaktor Matriks

Jika A adalah sebuah matriks persegi maka minor elemen a, dinotasikan M,

dan didefinisikan sebagai determinan dari sebuah matriks yang diperoleh

setelah baris ke-i dan kolom ke-j matriks A dihilangkan. Kofaktor elemen
baris ke-i dan kolom ke-j adalah k; =(-1)"/M, .

Untuk memahami minor dan kofaktor, perhatikan penjelasan berikut.
Misalkan A adalah matriks berordo 3x3, minor a, diperoleh dengan

menghilangkan elemen pada baris kedua dan kolom kedua.

all a13

Ay Gy Gy maka M,, =

Dihilangkan baris kedua

dan kolom kedua
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Kofaktor elemen a,, adalah k,, =(-1)**M,, = M,,

Kofaktor elemen a,,adalah k,, =(-1)*"*M,, =-M

23

Matriks kofaktor A
+M11 _MIZ +M13
K(A) = _M21 +M22 _Mza
+M31 _M32 +M33

Setelah kita mempelajari kofaktor dan minor di atas determinan matriks
dengan ekspansi kofaktor dan minor dapat di tentukan dengan definisi
berikut.

Definisi 3.10

Determinan Matriks Metode Ekspansi Kofaktor
Jika A adalah sebuah matriks persegi (ordo lebih dari 2x2) maka

determinan matriks A dapat ditentukan sebagai berikut.

> detA= |A| = Zaijkij =a,;k,; +a,k,; + -+ ayk,
i=1
(ekspansi kofaktor minor kolom ke-j)

» detA =|A| :ia

sk =anki; +apk;, +---+ayk;

mn -in
j=1

(ekspansi kofaktor minor baris ke-i)

Contoh 3.10

Determinan Matriks

1 3 2
Tentukan determinan matriks P={2 6 2
5 9 4




Alternatif Penyelesaian |
Determinan matriks P dengan Metode Sarrus.
(=60) (-18) (-24)
3
|P|=|2 6

(24) (30) (36)

=(1x6x4)+(3x2x5)+(2x2x9)—(5x6x2)—(9x2x1)—(4%x2x3)
=24+30+36—-60—-18—24
=-12

Alternatif Penyelesaian Il
Kita akan menggunakan ekspansi kofaktor baris pertama untuk menentukan

determinan matriks P.

6 2 [2 2 |2 6
9 4 |5 4 |5 9
=1(6x4—-9x2)—3(2x4—-5%x2)+2(2x9—5x6)
=1(24—18) —3(8 —10) + 2(18 — 30)

=1(6) - 3(=2) + 2(~12)

=6+6-24

=-12

1 -2 3

Tentukan determinan matriks R=| -4 -1 2| menggunakan metode:
2 1 1

|Pl=1 |-3| |+2

a. Metode Sarrus

b. Metode Ekspansi Kofaktor kolom ketiga

Determinan matriks berordo 3¢3 ini dapat kita gunakan untuk menentukan
penyelesaian sistem persamaan linear tiga variabel (SPLTV). Perhatikan
SPLTV berikut.
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a,x+a,y+a,z=>b
a, X +a,y+a,z="b,

a;, X+ as,y + a;,z2 = b,

Bentuk matriks:

A G 43 || X b,
Ay Gy Ay3 ||V | = bz
b3

a3 43y A3y || Z

Nilai x, y, dan z dapat ditentukan sebagai berikut.

D
x=—"%,y=—,dan Z=Ez,dengan D#0

b, a, a; a, b a; a, a, b a
D, =lb, ay ay|,D
b,

11

y = |42 b, ay|,D,=|a, a, bjdanD=la, a, a,

a3, Qs ay, by ay ay, az b a3 43y Qg

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear tiga variabel (SPLTV)

adalah himpunan yang memuat triple berurutan (x,y,z).

2]
4@ Eksplorasi

Sifat Determinan Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi, kalian diajak untuk menemukan sifat determinan

matriks.
Diketahui matriks-matriks
-5 2 9 4
A= { } dan B= { }
1 -3 1 -1
a. Hitunglah nilai |A|, |B|, dan tentukan matriks AB.
b. Tentukan |A||B|dan |AB|. Dugaan apa yang kalian peroleh?

Berdasarkan kegiatan eksplorasi yang telah kalian lakukan, sifat determinan

dapat ditulis sebagai berikut.




Sifat 3.4

Sifat Determinan Matriks
Jika |A| dan |B|, maka |AB|=|A||B|.

A"

Mari Berpikir Kreatif

Selidiki apakah pernyataan berikut berlaku untuk semua matriks.
. Jika |4, |B|, dan |(}, maka |ABC|=|A||B||C|.
+ Jika A merupakan matriks berordo nXn dan k merupakan skalar, maka

IkA|=k"|4].

2. Invers Matriks

Di dalam himpunan bilangan real, setiap bilangan a (bukan nol) memiliki
kebalikan yaitu bilangan a' dengan sifat a-a ' =a '-a = 1. Bilangan a’!
disebut invers (kebalikan) perkalian dari a. Berdasarkan pengetahuan tersebut

invers matriks dapat didefinisikan.

Definisi 3.11

Invers Matriks
Jika A adalah sebuah matriks berordo nxn dan I adalah matriks identitas

berordo nxn, maka terdapat matriks A™! yang memenuhi sifat

A-AT=A"A=T
A disebut matriks nonsingular dan A™' disebut invers dari matriks A.
Jika matriks A tidak dapat ditemukan maka A disebut dengan matriks

singular.

Catatan:
» Matriks A disebut matriks nonsingular jika det A # 0
» Matriks A disebut matriks singular jika det A =0
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Invers Matriks Berordo 2x2

all alZ

Matriks A =[ } memiliki invers jika dan hanya jika

ay; Ay

|A|=alla22 —a,a,, #0. Invers matriks A dapat ditentukan sebagai
berikut.

1
Al

.. Ay —4p
dengan |A| =a,,a,, — a,,a,, dan Adjoin(A)=
—a; 4y

Al =_— Adjoin(A)

Contoh 3.11

Invers matriks berordo 2x2

3 -7
Tentukan invers dari matriks A =[ _ } .

Alternatif Penyelesaian
|A|=3(2) = (-1)(-7)=6-7=-1

41 o 112 7 -2 =7
A7 =—Adjoin(A)=— =
|4 -1l1 3] |[-1 -3

1

_ —4 2
Diketahui Xx ={ 3} dan Y ={ 3 2} . Tentukan matriks X '+Y.
1 4 -

Apakah matriks X'+Y ' sama dengan matriks (X+Y)'?




Invers Matriks Berordo 3x3
4, Gz Gy
Matriks A=|a, a,, a, | memiliki invers jika dan hanya jika |A| #0.
a3 Gy Gsg
Maka invers matriks A dapat ditentukan sebagai berikut.
1
||

Determinan matriks A dapat ditentukan dengan Metode Sarrus atau metode

A" = — Adjoin(A)

ekspansi kofaktor minor dan Adjoin(A) dapat ditentukan dengan transpos
dari matriks kofaktor.

2]
4Q Eksplorasi

Sifat Invers Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan sifat invers

matriks melalui pendekatan penyelesaian SPLDV.

Perhatikan sistem persamaan linear dua variabel berikut.

{aux +a,y=b
ayX +a,y =,

Lakukan langkah-langkah berikut.

i). Sajikan SPLDV di atas dalam bentuk matriks;
a. a,]|’

ii). kalikan kedua ruas dengan [ 1 12} ;
Gy Ay

iii). hitunglah hasil dari langkah ke ii.

Misalkan X :{x}’ dugaan apa yang kalian peroleh dari kegiatan eksplorasi
y

tersebut? Jelaskan.

Berdasarkan kegiatan eksplorasi yang telah kalian lakukan, sifat invers

matriks dapat ditulis sebagai berikut.
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Sifat Invers Matriks

Jika A adalah matriks yang mempunyai invers, maka sistem persamaan linear

AX=B dapat ditentukan penyelesaiannya dengan X=A"B.

Determinan dan Invers Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan jelas dan benar!

Pemahaman Konsep

1

Benar atau salah. Jika A dan B merupakan matriks persegi yang berordo
sama maka |A|+|B|=|A+B|.

Benar atau salah. Matriks {4 6} adalah matriks singular.
2 3

Benar atau salah. Jika A adalah matriks yang mempunyai invers, maka
-1
(a) =A.

Penerapan Konsep

2 5
4. Jika Az{1 2}, B:{ 2 2}, dan matriks C memenuhi AC = B, maka
1

tentukan nilai determinan C.

Tentukan (AB™")*jika diketahui A™' = E ﬂ dan B =[f j )
Biologi. Ahli biologi menempatkan tiga jenis bakteri ke dalam tabung
reaksi yang diberi tanda Strain I, Strain II, dan Strain III. Ada tiga jenis
makanan berbeda yang setiap hari disediakan yaitu 980 satuan makanan
A, 740 satuan makanan B, dan 680 satuan makanan C. Setiap bakteri
mengonsumsi sejumlah satuan makanan setiap harinya yang disajikan
pada matriks berikut.

I I I

1 4 3]A
2 2 1|B
1 4 0|C




Tentukan banyak bakteri dari Strain I, Strain II, dan Strain III dengan cara:

a).
b).

Determinan matriks

Invers matriks

S. Rangkuman

1.

Matriks adalah susunan bilangan yang disusun dalam suatu jajaran
berbentuk persegipanjang yang terdiri atas baris-baris dan kolom-
kolom. Kelompok bilangan tersebut di dalam kurung biasa “( )”, kurung
siku “[ ]”, atau “| [”

Matriks A dengan m baris dan n kolom disebut matriks berorodo

(berukuran) mxn. Bilangan dalam matriks disebut elemen matriks.
Transpos matriks adalah matriks baru yang diperoleh dengan cara
menukar elemen-elemen pada baris menjadi elemen-elemen pada kolom
dan sebaliknya. Transpos matriks A ditulis A” atau A". Jika ordo matriks
A adalah mxn maka ordo A*adalah nxm.

Dua matriks dikatakan sama jika dan hanya jika kedua matriks tersebut
mempunyai ordo yang sama dan semua elemen seletak bernilai sama.
Penjumlahan atau pengurangan matriks A dan B dapat dilakukan
jika matriks A dan B memiliki ordo yang sama. Operasi penjumlahan
atau pengurangan matriks dilakukan dengan cara menjumlahkan atau
mengurangkan elemen-elemen matriks A dan B yang seletak.

Jika matriks A matriks yang berordo mxn dan k adalah bilangan real
(k sering disebut skalar), maka kA menyatakan matriks yang diperoleh
dengan mengalikan setiap elemen pada matriks A dengan k.

Dua buah matriks dapat dikalikan apabila banyak kolom matriks yang
dikali sama dengan banyak baris matriks pengalinya.

Jika A:{au alz} maka determinan dari matriks A dapat dinyatakan

Gy Gy
a a
1 oo .
detA = |A| = =a,,a,, —a,,a,,
Ay Ay

A Gy Gy3
Misalnya A=|a,, a, a, |, makadeterminan matriks A:

a3 O3y Qg
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a4 43 1 a4
Ay Gy Gy3| =0y Ay
a3; Q3 Ay 1 %
+) ) )

= )1 Ayp0s3 T Q15093051 F G130y, 03y — A3 Ayy0y3 — 35030y, — Ag30y Gy

10. Jika A adalah sebuah matriks persegi (ordo lebih dari 2x2) maka
determinan matriks A:

> detA:|A|=zaijkij =a,;k;; +a,;ky; -+ a,k

J nj"nj

(ekspansi kofl“:ktor minor kolom ke-))

» detA =|A| =Zn:a

J=1

ijkij =a,k, +a,k, +--+a,k,

(ekspansi kofaktor minor baris ke-i)
a, a
11. Matriks A= { ! 12} dapatdiinversjikadanhanyajika|A| = a;,a,, — a,,a,, # 0
Ay Gy

. . . _ 1
maka invers matriks A dapat ditentukan oleh A™ = mAdjoin(A) , dengan
a —a
|A| = allagz - 61216112 dan Ad]Oln(A) =|: 2 12j| .
—ay ap

A Gy G
12. Matriks A=|a,, 4, a, | dapat diinvers jika dan hanya jika |A| #0

G3; Oy3 s 1

maka invers matriks A dapat ditentukan oleh A™" = |A| Adjoin(A), dengan

determinan dapat ditentukan dengan Metode Sarrus atau metode
ekspansi kofaktor minor dan Adjoin(A) dapat ditentukan dengan

transpos dari matriks kofaktor.




Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman

1. Benar atau Salah. Jika diketahui matriks A, B, dan C dengan AB=C dan C
memiliki 3 baris, maka matriks B juga memiliki 3 baris.

2. Benar atau Salah. Jika I dan A adalah matriks yang dapat dikalikan dan I
adalah matriks identitas , maka I°A = A%.

3. Benar atau Salah. Jika matriks A dan B adalah matriks persegi yang
berordo sama, maka (A+B)(A—B) = A’— B*.

4. Benar atau Salah. Jika matriks A dan B adalah matriks-matriks
yang mempunyai invers dan berordo sama yaitu nxn, maka matriks
B'(A"'B") A" =1 dengan I adalah matriks identitas berordo nxn.

Penerapan
5. Tentukan nilai x, y, dan z, jika diketahui matriks

9 x+y+z 2x—-y+2z

A=|12 7 3x +2y —z | adalah matriks simetris.
12 8 2
6. Diketahui matriks-matriks berikut.
3 2 1 a+b 21 6 -3 0
A=|6 4 -2|,B=| 3 c¢+2 -3|,danC=[0 4 4
-2 0 2 -2 4 b 0 -1 -3

Jika B— A= C'dan C' merupakan tranpos matriks C maka tentukan nilai
cvb+a.

7. Araus lalu lintas. Perhatikan gambar berikut ini

310 520
330 A 250 p 360
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260 , B X, C » 290

o

190 400
Gambar 3.4 Arus Lalu Lintas
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Gambar 3.4 adalah gambar jalan raya pada suatu daerah. Angka-angka
yang terdapat pada gambar menyatakan jumlah kendaraan yang
melintas. Prinsip yang digunakan yaitu banyak kendaraan yang masuk
menuju titik persimpangan A, B, C, dan D harus sama dengan jumlah
kendaraan yang keluar. Buatlah matriks dari permasalahan tersebut

kemudian tentukan banyak kendaraan pada X, X, dan X,

Konstruksi. Sebuah pabrik yang sedang dibangun berencana untuk
memasang atap baja ringan pada tiga bangunan di pabrik tersebut.
Pemilik pabrik mengundang dua kontraktor agar menyerahkan tawaran
terpisah untuk pemasangan atap baja ringan pada setiap bangunan.
Berikut ini adalah tabel tawaran-tawaran yang diterima pabrik (dalam

juta rupiah).
Tabel 3.10. Penawaran Pemasangan Atap Baja Ringan
Bangunan 1 Bangunan 2 Bangunan 3
Kontraktor A 16 15 19
Kontraktor B 14 13 24

dengan konsep matriks tentukan jumlah tawaran setiap kontraktor.
Kontraktor mana yang akan dipilih untuk pemasangan baja ringan agar

pengeluaran minimum?

Reaksi fotosintesis. Perhatikan persamaan reaksi fotosintesis berikut.

(XJ) CO,+ (Xz)Hz O- (X3) GH,O0s+ (x4)oz
Jika disajikan ke dalam bentuk matriks setiap molekul dengan baris

matriks berturut-turut menunjukkan unsur C, H, dan O.

0 6
, HO=|2|, C,H,,0,=|12|,dan O, =
1

61112V
6

co, =

N O =
N O O

Jika x =6 maka tentukan nilai x, x,, dan X, agar persamaan kimia
setimbang. Dengan menggunakan konsep matriks, tentukan persamaan

reaksi kesetimbangannya.




10. Industri. Sebuah pabrik pembuatan furniture akan membuat ranjang
dan rak Tv dengan tiga pilihan jenis furniture. Banyak furniture yang
akan dibuat ditampilkan dalam matriks P di bawah ini dengan kolom
matriks berturut-turut menunjukkan ranjang dan rak Tv sedangkan
baris matriks berturut-turut menunjukkan jenis furniture free standing
furniture, built in furniture, dan knockdown furniture.

20 19
pP=8 12
15 17

Setiap barang membutuhkan material furniture yang berbeda. Luas
bahan material (dalam m?) tiap furniture ditunjukkan pada matriks Q
dengan kolom matriks berturut-turut menunjukkan material MDF
(papan serat kepadatan menengah) dan plywood (kayu lapis) sedangkan

baris matriks berturut-turut menunjukkan ranjang dan rak Tv

[30 29
Q= 16 21

Tentukan matriks PQ dan interpretasikan setiap elemennya.

11. Ekonomi. Hitunglah keluaran total setiap sektor jika ditargetkan
permintaan akhir sektor P adalah 200 dan sektor Q adalah 300, dengan
matriks teknologi sebagai berikut.

P Q
A=|0,10 0,14 |sektor P
{0,02 O,ZOLektor Q
Catatan: rumus permintaan akhir
U=(I-A)X
dengan

U = matriks permintaan akhir berodo m¢1
I = matriks identitas berodo mxm
A = matriks teknologi berodo mxm

X = matriks keluaran total berodo mx1

mMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




12. Arus listrik. Perhatikan rangkaian arus listrik berikut.

6 h

Gambar 3.5 Arus Listrik
dari gambar 3.5, berdasarkan hukum Kirchhoff I dan hukum Kirchhoff 11
diperoleh.

L, —-L+1,=0
—61, — 41, =—13
—5I, — 4, =20

Tentukan kuat arus I, I, dan I, (satuan ampere).

Penalaran

2 5
13. Jika A ={ . 2} maka tentukan matriks A*" + A*% + A%,

14.

15.

Perhatikan SPLDV berikut ini.
2x—y=3
{6x -3y=9
Himpunan penyelesaian SPLDV di atas memiliki anggota yang tak hingga

banyaknya. Kaitkanlah banyaknya penyelesaian suatu SPLDV dengan
determinan matriks. Tulislah simpulan yang kalian dapatkan.

2 a
Diketahuimatriks P = [ b 4 } .Jikabilangan positif2,a,dan 4c membentuk
C

barisan geometri berjumlah 14 dan bilangan 2, b, dan 4c membentuk
t

-1
Y
barisan aritmatika, maka tentukan det L(( Pt) 1) j
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Pesan Rahasia

Pernahkah terpikir oleh kalian ketika kita mengirim pesan WhatsApp
kepada seseorang mengapa orang lain tidak dapat menerima pesan tersebut?
Apakah WhatsApp dapat membaca pesan yang kita kirim? Jawabannya
adalah orang lain tidak dapat menerima pesan tersebut bahkan WhatsApp
tidak dapat membaca pesan yang kita kirim karena kepada seseorang karena
WhatsApp membangun aplikasinya menggunakan metode enkripsi end-to-
end. Enkripsi adalah proses mengamankan suatu informasi dengan membuat
informasi tersebut tidak dapat dibaca tanpa bantuan khusus. Dengan metode
enkripsi end-to-end, pesan WhatsApp hanya dapat dibaca oleh end user atau
pengguna aplikasi. End user 1 adalah pengirim pesan, ketika pesan dikirim
secara otomatis hanya dapat di baca oleh end user 2 yaitu penerima pesan.
Walaupun dikirim melalui WhatsApp tetapi WhatsApp tidak dapat membaca
karena bentuk enkripsi. Jadi enkripsi end-to-end WhatsApp menjamin
informasi atau pesan yang dikirim melalui aplikasi WhatsApp hanya dapat
dibaca oleh pengirim dan penerima pesan sehingga penyadapan data atau

pencurian data dapat dihindari.

Metode enkripsi end-to-end yang digunakan WhatsApp merupakan
kriptografi tingkat lanjut. Pada proyek ini, kita akan mencoba menerapkan
kriptografi sederhana yaitu menggunakan matriks untuk membuat pesan
rahasia kepada teman kita. Langkah awal yang dilakukan adalah membentuk

kelompok kemudian lakukan langkah-langkah berikut.

Membuat pesan rahasia
1. Buatlah sebuah pesan yang akan dikirim untuk kelompok lain
2. Buatlah aturan pengubahan huruf menjadi kode angka sesuai urutan alfabet.

Spasi A B C D Z
0 1 2 26
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3. Ubahlah pesan kalian menjadi kode angka

Huruf dst.

Angka dst.

4. Susunlah bilangan ke dalam matriks A dengan ordo 3xn, dengan urutan
peletakan bilangan adalah a;;, 4., a5, as, ..., s, . Apabila banyak bilangan
bukan kelipatan 3, maka pada akhir kode di isi nol agar matriks sempurna.

5. Buatlah sembarang matriks K yang merupakan matriks kunci berordo
3x3. Matriks K ini diketahui pengirim pesan dan penerima pesan.

6. Tentukan matriks KA.

7. Lakukan operasi mod 27 untuk setiap elemen matriks KA.

Catatan: Modulo (mod) adalah sebuah operasi yang menghasilkan sisa
pembagian dari suatu bilangan terhadap bilangan lain. Mod 27 dipilih
agar setiap elemen matriks KA dapat dikembalikan menjadi huruf sesuai
aturan langkah 3 yaitu dengan kode angka 0-26. Misalnya 28 mod 27 = 1,
27 mod 27 = 0, atau -14 mod 27 = 13

8. Ubah kembali setiap elemen hasil mod 27 yang kalian peroleh darilangkah
7 menjadi huruf sesuai dengan aturan kode pada langkah 3.

9. Tulislah pesan rahasia kemudian kirim pesan tersebut ke kelompok lain.

Membaca pesan rahasia
1. Gunakan aturan pengubahan huruf menjadi kode angka sesuai urutan
alphabet.

Spasi A B C D Z
0 1 2 26

Ubahlah pesan yang telah diterima menjadi kode angka.

3. Susunlah matriks B dengan ordo 3xn, dengan urutan peletakan bilangan
adalah A1, A21y A31, Q12y ey A3y -

4. Penerima pesan mengetahui matriks K. Karena diketahui B=KA, maka
bagaimana mencari matrik A? tentukan matriks A.

5. Lakukan operasi mod 27 untuk setiap elemen matriks A.

6. Ubah kembali elemen hasil mod 27 yang kalian peroleh dari langkah 5
menjadi huruf sesuai dengan aturan kode pada langkah 1.

7. Temukan isi dari pesan rahasia.

Tuliskan simpulan dari proyek yang kalian buat.
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%° || IRefleksi

Ingat-ingat kembali pengalaman belajar kalian di Bab 3 Matriks ini. Setelah
itu, refleksikan pengalaman belajarmu tersebut dengan menanggapi

pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 3 Matriks? Ceritakan manfaat yang dapat kalian rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar di
Bab 3 Matriks? Apakah semua strateginya sudah membantu kalian untuk
belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 3 Matriks ini dengan
mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel berikut.

TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Konsep Matriks

Saya dapat menyajikan data atau informasi ke dalam
bentuk matriks;

2. Saya dapat menentukan pengertian dari matriks.

Saya dapat menentukan ordo dan elemen dari suatu
matriks.

Subbab B Jenis-Jenis Matriks

Saya dapat mengidentifikasi jenis-jenis matriks
berdasarkan ordo dan elemen penyusunnya

5. Saya dapat menentukan transpos dari suatu matriks

Subbab C Kesamaan Dua Matriks

6. Saya dapat menjelaskan konsep kesamaan dua matriks.

Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan kesamaan dua matriks.

Subbab D Penjumlahan dan Pengurangan Antarmatriks

Saya dapat menjelaskan konsep operasi penjumlahan
matriks.

Saya dapat menentukan sifat-sifat operasi penjumlahan
matriks.
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No. TARGET PEMBELAJARAN @) ® ®
10 Saya dapat menjelaskan konsep operasi pengurangan
’ matriks.
Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan
11. dengan operasi penjumlahan dan pengurangan

antarmatriks.

Subbab E Perkalian Matriks

Saya dapat menjelaskan konsep perkalian matriks

12. dengan skalar.

13 Saya dapat memahami sifat-sifat perkalian matriks
’ dengan skalar.

14. Saya dapat menjelaskan konsep perkalian dua matriks.

15. Saya dapat memahami sifat-sifat perkalian dua matriks.

16 Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan
' dengan perkalian matriks dengan skalar.

17 Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan

dengan perkalian dua matriks.

Subbab F Determinan dan Invers Matriks

Saya dapat menentukan determinan matriks persegi

18. berordo 2X2.
Saya dapat menentukan determinan matriks persegi
19.
berordo 3X3 dengan metode Sarrus.
20 Saya dapat menentukan determinan matriks persegi
’ berordo 3X3 dengan metode Ekspansi Kofaktor.
21. Saya dapat memahami sifat determinan matriks.
22. Saya dapat menentukan invers matriks
23. Saya dapat memahami sifat invers matriks.
Saya dapat menyelesaikan Sistem Persamaan Linear
24. Dua Variabel (SPLDV) dengan determinan dan invers
matriks.
25 Saya dapat menyelesaikan Sistem Persamaan Linear
' Tiga Variabel (SPLTV) dengan determinan.
26 Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan

dengan determinan dan invers matriks.




Kalian telah mempelajari matriks pada buku ini. Untuk memperkaya atau
memperdalam pengetahuan dan keterampilan yang kalian miliki kalian

dapat mempelajari matriks pada:

» Buku Matematika Untuk SMA/MA kelas XI kelompok wajib semester 1,
Sukino, Erlangga, 2017. Pada buku tersebut menjelaskan cara menentukan

sistem persamaan linear menggunakan cara eliminasi Gauss-Jordan.

» https://sumberbelajar.belajar.kemdikbud.go.id/

sumberbelajar/tampil/Operasi-Matriks-2014/

konten2.html laman ini menjelaskan tentang

operasi pada matriks.
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Pernahkah terpikir oleh kalian, bagaimana proses desain batik atau

ornamen geometris di istana kerajaan ataupun di masjid bersejarah?

Kira-kira, bagaimana cara ilmuwan, arsitek, maupun desainer

mempelajari dan mengembangkan kekayaan budaya dari batik maupun

ornamen geometris?



Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan sebagai

berikut.

» Menjelaskan definisi dari beberapa transformasi.

» Melakukan berbagai macam transformasi geometri terhadap berbagai

macam bentuk geometri.

» Mengidentifikasi dan menggunakan komposisi transformasi geometri.

» Mendeskripsikan transformasi menggunakan koordinat kartesius dan

matriks.

» Mengoperasikan komposisi transformasi geometri dengan bantuan

matriks yang merepresentasikan transformasi.

» Menerapkan transformasi geometri dalam permasalahan nyata.

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Transformasi Trigonometri

Matriks Terkait Matriks Terkait Matriks
Pencerminan Pencerminan Terkait
Terhadap Garis Terhadap Titik Translasi

Matriks
Terkait
Rotasi

Komposisi

Transformasi Geometri

Komposisi Transformasi
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Transformasi Geometri dan Budaya

Transformasi  geometri  merupakan Ii&""i&""il
L 2 & L3 & 4

bagian dari matematika yang memiliki

kaitan dengan budaya, arsitektur, dan

banyak hal lain. Salah satu di antaranya

|
R
geometri dalam desain arsitektur istana Q"“‘!"“‘!I

ialah penerapan konsep transformasi

kerajaan dan dlndmg maS]ld. Gambar 4.1. Pola Geometris

Kekayaan arsitektur dan desain ini dapat dijumpai, misalnya, di situs
istana-istana kerajaan Islam di Spanyol. Selain itu, di Indonesia, kita juga
memiliki warisan budaya yang sampai sekarang masih kita pertahankan
dan menggunakan konsep transformasi geometri. Salah satu contoh yang
paling dikenal ialah motif batik. Motif-motif batik umumnya berulang dan
merupakan hasil dari komposisi berbagai macam transformasi dari bentuk-
bentuk sederhana. Selain motif dalam dua dimensi seperti batik, kita juga
memiliki warisan budaya berupa candi-candi, baik candi Hindu maupun candi
Buddha yang banyak ditemukan di Indonesia. Beberapa desain arsitektur
yang terdapat di candi dapat dipandang menerapkan konsep transformasi

dalam tiga dimensi.

Di dalam bab ini, kita akan belajar lebih dalam tentang konsep transformasi
geometri dimulai dengan contoh sederhana sampai menggunakan matematika
yang lebih canggih. Kita akan menggunakan geometri, aljabar, dan matriks

untuk mempelajari konsep-konsep transformasi geometri.

A. Transformasi pada Bidang Kartesius )

Pada subbab ini, kita akan belajar beberapa jenis transformasi meliputi

pencerminan terhadap garis, pencerminan terhadap titik, rotasi, dan dilatasi.

1. Pencerminan terhadap Garis
Pencerminan dapat disebut juga sebagai refleksi. Secara sederhana,
pencerminan merupakan transformasi yang mana sebuah objek dicerminkan

terhadap garis yang dapat disebut garis refleksi. Garis refleksi juga sering
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disebut sumbu refleksi, sumbu cermin, atau cermin. Salah satu dari sifat dari
pencerminan ialah prapeta dan peta dari pencerminan memiliki orientasi
yang berlawanan, tetapi tetap kongruen. Paling tidak, pada subbab ini, kita
akan mempelajari pencerminan terhadap beberapa garis: sumbu X, sumbu
Y, garis y=x, garis y=-x, garis x=k, dan garis y=h. Definisi dari pencerminan

secara formal dapat disimak sebagai berikut.

Definisi 4.2

Pencerminan

Pencerminan o untuk sebuabh titik p (x,y) pada bidang Kartesius terhadap
garis m, yang dinotasikan sebagai o , adalah sebuah relasi yang
didefinisikan sebagai

P(x,y), jika P(x,y)dim
Q(x,), jika P(x,y) tidak di m, dan m merupakan garis sumbu dari segmen PQ

o-(P(x3)) =
Ilustrasi dari definisi tersebut dapat dilihat pada Gambar 4.2. Gambar

di sebelah kiri menjelaskan bahwa jika titik ada pada garis refleksi, maka
petanya ialah dirinya sendiri. Gambar di sebelah kanan menjelaskan titik P
yang dicerminkan terhadap garis m. Petanya adalah titik ( dan perhatikan
bahwa m adalah garis sumbu dari segmen PQ . Artinya, garis m tegak lurus

dengan PQ dan membagi segmen PQ menjadi dua bagian sama panjang,.

Gambar 4.2 llustrasi Pencerminan terhadap Garis
Selanjutnya, kalian akan belajar tentang pencerminan terhadap beberapa

garis khusus yang telah disebut sebelumnya.
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a. Pencerminan terhadap Sumbu X

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap sumbu X,

selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

N
4Q Eksplorasi

Mencari peta dari pencerminan terhadap sumbu X

Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.

~ C1,2

JA5.2) 5 i )
B (-3,1) .
X
%6 5 4 3 =2 -1.0 1 2 B3 4 5 6

I I N E—
. — -2 *«
A’ (-5, -2) D (4,-2)

Gambar 4.3 llustrasi Pencerminan terhadap Sumbu X
1. Lihat Gambar 4.3 yang diberikan. Titik A(-5,-2) merupakan bayangan
dari titik A(-5,2) dari hasil pencerminan terhadap sumbu X. Untuk titik-
titik lain, gambarkan petanya dan lengkapi tabel berikut.

Pra-peta Peta

A(-5,-2) A'(-5,-2)

B(-3,1)
(1,2)

D(4,-2)

2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
4.3, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan
pola yang muncul. Jika belum, cobalah beberapa titik lain untuk dicari
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3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titik P(x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu X (garis y=0)?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kita dapat menemukan sifat berikut.

Pencerminan terhadap Sumbu X
Peta dari titik A(x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu X adalah P(x,—y).

Contoh 4.1

Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A(-1,4), B(2,1), dan ((-2,-1) yang

dicerminkan terhadap sumbu X.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari segitiga ABC, kita akan menggunakan Sifat 4.1
untuk setiap titik sudutnya. Peta dari A (-1,4) adalah A' (-1,-4). Peta dari B
(2,1) adalah B'=(2,-1). Peta dari C(-2,-1) adalah C'=(-2,1). Akibatnya, peta
dari segitiga ABC adalah segitiga A'B'C' dengan A' (-1,-4), B' (2,-1),dan C’
(-2,1).

Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A(1,-2), B(2,3), dan ((-2,0) yang

dicerminkan terhadap sumbu X.

Contoh 4.2

'

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Sumbu X
Jika sebuah garis memiliki persamaan 2x-3y=0 dicerminkan terhadap

garis sumbu X, tentukan persamaan garis bayangannya.
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Alternatif Penyelesaian

Karena tiap sebarang titik P(a,b)pada garis 2r— 3y = 0dicerminkan
oleh sumbu X menjadi P'(a,—b), untuk mendapatkan persamaan garis
bayangan, kita substitusi £ = adan y =—20. Oleh karena itu, kita peroleh
2(a) —3(—=b) =0 = 2a+3b=0. Karena a dan b merupakan variabel
semu, kita juga dapat menuliskan persamaan garis bayangannya menjadi
2¢+3y=0.

Jika sebuah garis yang memiliki persamaan 2z + 3y —4 = Odicerminkan

terhadap garis sumbu X, tentukan persamaan garis bayangannya.

b. Pencerminan terhadap Sumbu Y

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap sumbu Y,

selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

~
4Q Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Sumbu Y

Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.

S 5 —
A(=3,4)
| 4 | N I BN
| E— 3 B | S —
B(-2,2) B’(2,2)
N . I
1 |
X
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
| I B | I
* -2
C (-4, -2)
| E— ,3 B | I A —
| I 4 P—
D (3,-4)
| I E— _5 I | I EE S

Gambar 4.4 llustrasi Pencerminan terhadap Sumbu Y
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1. Amati Gambar 4.4! Titik B'(2,2) merupakan bayangan dari titik B(-2,2)
dari hasil pencerminan terhadap sumbu Y.

A(-3,4)
B(-2,2) B(2,2)

C(-4,-2)

D(3,-4)

2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
4.4, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan
pola yang muncul. Jika belum, cobalah dengan beberapa titik lain untuk
dicari petanya.

3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat Kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu Y (garis x=0)?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kalian dapat menemukan
sifat berikut.

Pencerminan terhadap Sumbu Y
Peta dari titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu Y adalah P'(-x,y).

Contoh 4.3

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Sumbu Y
Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A (-2,4), B (3,1), dan C (-3,-1)

yang dicerminkan terhadap sumbu Y.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari segitiga ABC, kita akan menggunakan Sifat 4.2
untuk setiap titik sudutnya. Peta dari A (-2,4) adalah A'(2,4). Peta dari B (3,1)
adalah B'(-3,1). Peta dari C (-3,-1) adalah C'(3,-1). Akibatnya, peta dari ABC
adalah A'B'C'dengan A'(2,4), B'(-3,1), dan C'(3,-1).
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Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A (1,-2), B (2,3), dan C (-2,0) yang

dicerminkan terhadap sumbu Y.

Contoh 4.4

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Sumbu Y

Jika sebuah garis memiliki persamaan 3x-5y+7=0 dicerminkan terhadap

sumbu Y, tentukan persamaan dari garis bayangannya.

Alternatif Penyelesaian

Karena tiap sebarang titik P (a,b) pada garis 3x-5y+7=0 dicerminkan oleh
garis sumbu Y menjadi P' (-a,b), untuk mendapatkan persamaan garis
bayangan, kita substitusi x=—a dan y=b. Oleh karena itu, kita peroleh 3(-a)-
5(b)+7=0 < —3a-5b+7=0. Karena a dan b merupakan variabel semu, kita

juga dapat menuliskan persamaan garis bayangannya menjadi —3x-5y+7=0.

Jika sebuah garis memiliki persamaan 2x-3y+7=0 dicerminkan terhadap

garis sumbu Y, tentukan persamaan garis bayangannya.

c. Pencerminan terhadap Garis y=x

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap garis y=x,

selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

S
4@ Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis y = x

Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.
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A(1,4) D|(6, 4)

B(-2,2)

A (41)

-7 6 -5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

=
/ .

Gambar 4.5 llustrasi Pencerminan terhadap Garis y=x
1. Amati Gambar 4.5, Titik A’ (4,1) merupakan bayangan dari titik A (1,4)
dari hasil pencerminan terhadap garis y=x.

Pra-peta Peta

A(1,4) A'(4,1)
B(-2,2)

C (~4,-2)

D (3,-4)
2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar

4.5, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan pola
yang muncul. Jika belum, cobalah beberapa titik lain untuk dicari petanya.

3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat Kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap garis y = x?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kalian dapat menemukan
sifat berikut.

Pencerminan terhadap Garis y=x

Peta dari titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap garis y = x adalah P'(y,x).
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Contoh 4.5

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis y=x
Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A (-2,4), B (3,1), dan C (-3,-1)

yang dicerminkan terhadap garis y = x.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari segitiga ABC, kita akan menggunakan Sifat 4.3
untuk setiap titik sudutnya. Peta dari A (-2,4) adalah A’ (4,-2). Peta dari B
(3,1) adalah B'(1,3). Peta dari C (-3,-1) adalah C'(-1,-3). Akibatnya, peta dari
ABC adalah A’B°C’ dengan A’ (4,-2), B’(1,3), dan C’ (-1,-3).

Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A (1,-2), B (2,3) dan C (-2,0) yang
dicerminkan terhadap garis y = x.

e S I e e e e e e e e e S A e S A A e S A A S A A R e e Sy |

Contoh 4.6

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Garis y=x

Jika sebuah garis memiliki persamaan y=2x+3 dicerminkan terhadap garis

y=x, tentukan persamaan garis bayangannya.

Alternatif Penyelesaian
Karena tiap sebarang titik P (x,y) pada garis y = 2x + 3 dicerminkan terhadap
garis y=x, menjadi P’ (y,x), untuk mendapatkan persamaan garis bayangan,

kita substitusi x=y dan y=x. Oleh karena itu, kita peroleh x = 2y + 3.

Jika sebuah garis memiliki persamaan y=-3x+5 dicerminkan terhadap garis

y=x, tentukan persamaan garis bayangannya.
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d. Pencerminan terhadap Garis y=-x

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap garis y=—x

y=x, selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

N
4Q Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis y=-x

Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.

\ 6
5
yeox A=(-24)
e 4 —
3 | I
B (-2, 2)
D@ 1)
| /
7 6 5 4 3 2 4 o1 2 3 4 5 6 7
A
D' (1, -2)
_ -
c@,-3)
-4
,5 |
-6

Gambar 4.6 llustrasi Pencerminan terhadap Garis y=-x
1. Amati Gambar 4.6! Titik D' (-1,-2) merupakan bayangan dari titik D
(2,1) dari hasil pencerminan terhadap garis y=-x.

Pra-peta Peta

A (-2,4)

B(-2,2)

C(1,-3)

D(2,1) D'(-1,-2)

2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
4.6, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan
pola yang muncul. Jika belum, cobalah beberapa titik lain untuk dicari
petanya.
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3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat Kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap garis y=—x?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kalian dapat menemukan

sifat berikut.

Pencerminan terhadap Garis y=-x
Peta dari titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap garis y=-x adalah P’ (-y,—x)

Contoh 4.7

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis y=—x
Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A (-2,4), B (3,1), dan C (-3,-1)

yang dicerminkan terhadap garis y=—x.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari segitiga ABC, kita akan menggunakan Sifat 4.4
untuk setiap titik sudutnya. Peta dari A (-2,4) adalah A’ (-4,2). Peta dari B
(3,1) adalah B'(-1,-3). Peta dari C (-3,-1) adalah C'(1,3). Akibatnya, peta dari
segitiga ABC adalah segitiga A'B'C' dengan A'(-4,2), B' (-1,-3), dan C'(1,3).

Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A (1,-2), B (2,-3), dan C (-2,0) yang

dicerminkan terhadap garis y=—x.

'

Contoh 4.8

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Garis y=—x
Jika sebuah garis memiliki persamaan y=—4x-2 dicerminkan terhadap

garis y=-x, tentukan persamaan garis bayangannya.
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Alternatif Penyelesaian
Karena tiap sebarang titik P (x,y) pada garis y=—4x-2 dicerminkan terhadap
garis y=—x, menjadi P' (-y,—x), untuk mendapatkan persamaan garis

bayangan, kita substitusi x=—y dan y=-x. Oleh karena itu, kita peroleh

—a:=—4(—y)—2@—x=4y—2@y=—%x+%.

Jika sebuah garis memiliki persamaan 4x+3y-2=0 dicerminkan terhadap

garis y=—x, tentukan persamaan garis bayangannya.

e. Pencerminan terhadap Garis x=k

Untuk memahami bagaimana mengoperasikan pencerminan terhadap garis

di bidang Kartesius, ikuti kegiatan eksplorasi berikut.

N
4Q Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis x=k
Berdasarkan Definisi 4.1, kita tahu bahwa jarak dari titik prapeta ke garis
pencerminan sama dengan jarak dari titik peta ke garis pencerminan. Dengan

menggunakan informasi ini, selesaikan kegiatan berikut.

YA

-
-

=Y

0

\J \J
Gambar 4.7 llustrasi Pencerminan terhadap Garis x=k

Misalkan, garis vertikal yang kita inginkan memiliki persamaan x=k seperti

yang diilustrasikan pada Gambar 4.7. dan titik yang ingin ditransformasikan

adalah A(x,y).
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1. Perhatikan gambar. Tentukan nilai (i) yang merupakan jarak dari titik A
ke sumbu Y.

2. Tentukan nilai (ii) yang merupakan jarak dari titik A(x,y) ke garis x=k.

3. Tentukan nilai (iii) yang merupakan jarak dari titik A’ (...,...) ke garis
x=k.

4. Tentukan koordinat A’ dalam x, y, dan k.

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat memperoleh sebuah sifat yang

terkait dengan operasi pencerminan terhadap garis x=~k.

Pencerminan terhadap Garis x=k
Peta dari titik P (x,y) yang dicerminkan terhadap garis x=k adalah P'(2k—x;y).

Contoh 4.9

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis x=k

Tentukan peta dari titik P (3,2) oleh pencerminan terhadap garis x=3.

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan Sifat 4.5, kita peroleh P' = (2 X 3—3,2) = (3,2).

{/7 Mari Mencoba

Tentukan peta dari titik P (3,2) oleh pencerminan terhadap garis x=5.

Aktivitas Interaktif

Untuk menyelidiki bagaimana perilaku pencerminan
terhadap garis x=k, lakukan aktivitas interaktif berikut
ini dengan memindai kode batang atau membuka tautan

berikut! https://s.id/DesmosPencerminan1
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f. Pencerminan terhadap Garis y=h

Untuk memahami bagaimana mengoperasikan pencerminan terhadap garis

di bidang Kartesius, ikuti kegiatan eksplorasi berikut.

N
4ﬁ Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis y=h
Berdasarkan Definisi 4.1, kita tahu bahwa jarak dari titik prapeta ke garis
pencerminan sama dengan jarak dari titik peta ke garis pencerminan. Dengan

menggunakan informasi ini, selesaikan kegiatan berikut.

vA

A

FeA(x )

|
=y

0

y
Gambar 4.8 llustrasi Pencerminan terhadap Garis y=h

Misalkan, garis horizontal yang kita inginkan memiliki persamaan y=h

seperti yang diilustrasikan pada Gambar 4.8. Misalkan juga, titik yang ingin

ditransformasikan adalah A (x;,y).

1. Perhatikan Gambar 4.8. Tentukan nilai (i) yang merupakan jarak dari
titik A ke sumbu X!
Tentukan nilai (ii) yang merupakan jarak dari titi A (x,y) ke garis y=h!
Tentukan nilai (iii) yang merupakan jarak dari titi A'(...,...) ke garis y=h!
4. Tentukan koordinat A'dalam x, y, dan h!

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat memperoleh sebuah sifat yang

terkait dengan operasi pencerminan terhadap garis y=h.
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Pencerminan terhadap Garisy = h
Peta dari titik P(x,y) yang dicerminkan terhadap garis y=h adalah P'(x, 2h—y).

Contoh 4.10

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis y=h
Tentukan peta dari titik P (3,2) oleh pencerminan terhadap garis y=3.

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan Sifat 4.6, kita peroleh P’ (3, 2x3-2)=(3,4).

(/7 Mari Mencoba

Tentukan peta dari titik P (5,—4) oleh pencerminan terhadap garis y=-2.

(— Mari Berpikir Kritis

Berdasarkan Definisi 4.1 dan beberapa kegiatan yang telah dilakukan,
dapatkah kalian menemukan formula untuk garis-garis lain dengan
persamaan yang lebih kompleks? Misal, cari formula untuk menentukan
peta dari pencerminan terhadap garis y=2x. Pada soal uji kompetensi,
kalian akan diminta untuk membuktikan formula secara umum untuk

pencerminan terhadap garis ax+by+c=0.

2. Pencerminan terhadap Titik

Setelah belajar pencerminan terhadap garis, pada subbab kali ini, kita akan
belajar tentang pencerminan terhadap titik. Ingat, bahwa pada pencerminan
terhadap garis, garisnya membagi segmen menjadi dua sama panjang. Pada
pencerminan terhadap titik, titik cerminnya adalah titik tengah dari peta dan
prapeta. Untuk lebih jelasnya, silakan simak Definisi 4.2 berikut.
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Definisi 4.2

Pencerminan terhadap titik

Pencerminan terhadap titik P (a,b) yang dinotasikan sebagai o, adalah
sebuah relasi yang memetakan titik Q (x,y) ke titik Q'(x"y") dengan titik P
(a,b) sebagai titik tengah dari keduanya.

Sebagai informasi, ada yang menyebut pencerminan terhadap titik sebagai
setengah putar. Hal ini karena jika kita menggambar titik peta, seolah kita
memutar titik prapeta dengan pusat titik cermin sebesar 180°. Jika kita

menganggap satu putaran penuh adalah 360°, maka 180° adalah setengah putar.

Selanjutnya, untuk menemukan rumus untuk mencari peta dari sebuah

pencerminan terhadap titik, selesaikan kegiatan pada fitur eksplorasi berikut.

S
4Q Eksplorasi

Mencari Formula untuk Peta dari Pencerminan terhadap Titik

y
(")
[
P(a,b) a-x [(b-y
®- - ;
5 (X, )’) a—x i a-x i b-y
77777 4'7777777777774‘77777777777774

Gambar 4.9 llustrasi Pencerminan terhadap Sebuah Titik
1. Perhatikan Gambar 4.9. Misalkan titik (x,y) dicerminkan terhadap titik
P(a,b) dan menghasilkan titik (x', y’). Dengan memperhatikan fakta
bahwa titik P(a,b) adalah titik tengah dari (x,y) dan (x,y), tuliskan
koordinat P(a,b) dalam x, y, x', dan y"
2. Sekarang, tuliskan koordinat (x',y) dalam x, y, a dan b.

Setelah menyelesaikan eksplorasi, kita dapat menuliskan hasilnya dalam
Sifat 4.7.
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Sifat 4.7

Pencerminan terhadap Titik P (a, b)
Peta dari titik (x, y) yang dicerminkan terhadap titik P (a, b) adalah

(—x+2a,—y+2b).

Contoh 4.11

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Titik
Tentukan titik peta dari setengah putar o, untuk titik (5, 4).

Alternatif Penyelesaian

Berdasarkna Sifat 4.7, kita peroleh o, .. (5,4)=(-5+2x2,-4+2x3)=(1,-2).

(23)

>///§ Mari Mencoba

l

Tentukan titik peta dari setengah putar ¢, untuk titik (3,-4).

(-2.3)

Contoh 4.12

'

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Titik

Tentukan titik peta dari setengah putar o, untuk garis /dengan persamaan

(1,3)

2x—y+3=0.

Alternatif Penyelesaian

Ambil sebarang titik (x, y) pada garis . Sebarang titik ini akan dipetakan oleh
setengah putar o, sebagai o, (X, y)=(-x+2,~y+6). Dari hasil peta titik ini,
kita bisa cari persamaan dari peta dari garis [ dengan mensubstitusikan —x+2
ke x dan —-y+6 ke y. Kita peroleh bahwa peta dari garis | memiliki persamaan
2(—2+2)—(—y+6)+3=0e—2r+4+y—6+3=0o—22+y+1=0.

>//7 Mari Mencoba

Tentukan titik peta dari setengah putar o, . untuk garis / dengan persamaan

(1.-3)
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3. Translasi

Translasi disebut pula pergeseran. Transformasi ini tidak mengubah orientasi
dan kekongruenan bentuk geometri. la hanya menggeser suatu bentuk
geometri dari suatu posisi ke posisi lain. Di dalam bidang Kartesius, kita

dapat mendefinisikan translasi sebagai berikut.

Definisi 4.3

Translasi

Diberikan sebarang titik P(x,y). Translasi berkaitan dengan vektor [Z]
untuk titik P(x,y), ditulis sebagai - (x,y), didefinisikan sebagai

(x,y)=(x+a,y+b).

Contoh 4.13

Mentranslasikan sebuah Titik

Lan)

3

Sebuah titik (3,2) ditranslasikan dengan vektor [ . Tentukan titik peta

dari translasi tersebut.

Alternatif Penyelesaian

Berdasarkan Definisi 4.3, kita peroleh 7_,  (3,2)=(3-2,2+3)=(1,5).

Sebuah titik (-4,4) ditranslasikan dengan vektor

-2.3)

2
_3]. Tentukan titik peta

dari translasi tersebut.

ae e s S e e e s e s e e e e s e e e S A e e e e e St |

Contoh 4.14

Mentranslasikan sebuah Garis

Tentukan peta dari garis [ = 2z + 3y — 1 = O ditranslasikan dengan vektor
-1
1l

Alternatif Penyelesaian

Untuk setiap titik P(x,y) pada garis [, petanya adalah P’ (x’,y)=(x-1,y+1).

Artinya, kita dapat menyatakan x dalam x' dan y dalam y’ sebagai x=x'+1
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dan y=y-1. Akibatnya, peta dapat dicari dengan mensubtitusikan
nilai tersebut ke persamaan garis [ Oleh karena itu, kita memperoleh
I=2(x+1)+3(y—1)—1=0 atau jika disederhanakan menjadi
['=2x"'+ 3y' — 2 = Oatau bisa ditulis /' = 2x+3y—2=0.

Tentukan peta dari garis I' = 5z — 2y + 3 = Oditranslasikan dengan vektor
(25_1)'

(- Mari Berpikir Kritis

Dapatkah kalian menentukan peta dari garis ax+by+c=0 yang ditranslasikan

oleh vektor [z] ? Perhatikan Contoh 4.12 sebagai inspirasi.

4. Rotasi

Pada bagian ini, kalian akan mempelajari rotasi atau kadang disebut
perputaran. Transformasi ini mempertahankan kongruensi dari sebuah objek,
tetapi orientasi dapat berubah. Pada transformasi rotasi kita menggunakan
sudut berarah, yang secara detail akan dibahas di Bab 5 Subbab A. Untuk
rotasi, yang perlu diperhatikan adalah jika sudut bernilai positif maka rotasi
dilakukan berlawanan dengan arah jarum jam. Jika sudut bernilai negatif,
maka rotasi yang dilakukan searah dengan jarum jam. Secara formal, definisi

dari rotasi dapat disimak berikut ini.

Definisi 4.4

Rotasi

Diketahui titik C dan sudut berarah §°. Rotasi dengan titik pusat C sebesar
6°, yang dinotasikan dengan 0., , didefinisikan sebagai sebuah transformasi
yang memetakan titik C ke dirinya sendiri dan memetakan sebarang titik

lain P ke titik P' sedemikian sehingga dua kondisi terpenuhi, yakni.

» CP=CP'
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» Omerupakan ukutan sudut berarah dari sudut berarah yang terbentuk
dari sinar CP dan CP' .

Pada bagian ini, kita akan fokus untuk melihat kasus khusus rotasi terhadap
titik asal (0,0) sebesar 90°. Secara umum, kita akan membahasnya lebih detail

selanjutnya.

Contoh 4.15

Merotasikan sebuah Titik
Sebuah titik B(0,4) dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesar 90°. Tentukan

titik bayangannya.

Alternatif Penyelesaian

5

L o 41B=(0,9)
3
2
1
a=90’

-5 -1 0 6
-1

Gambar 4.10 llustrasi Rotasi 90° terhadap Titik Asal (0,0)
Dengan memperhatikan Gambar 4.10, titik B(0,4) berada di sumbu Y. Sudut 90°
berarti arah putarannya berlawanan dengan arah jarum jam. Akibatnya, peta
berada di sumbu X dan dapat kita tentukan petanya adalah titik B'(-4,0).

Sebuah titik A (3,0) dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesar 90°. Tentukan
titik bayangannya.
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Contoh 4.16

Merotasikan sebuah Garis
Tentukan peta dari garis y=2x yang dirotasikan terhadap titik asal (0,0)

sebesar 90°.

Alternatif Penyelesaian

[Uny

N (2 1)
N

Gambar 4.11 llustrasi Rotasi 90° terhadap Titik Asal (0,0) terhadap Sebuah Garis
Perhatikan Gambar 4.11. Titik asal (0,0) dan titik D (1,2) ada di garis y=2x.
Untuk menentukan peta dari garis ini, kita hanya perlu menentukan peta
dari dua titik tersebut. Peta dari titik asal (0,0) yang dirotasikan 90° terhadap
titik pusat adalah dirinya sendiri. Adapun peta dari D (1,2) oleh transformasi
yang sama adalah D’ (-2,1). Akibatnya, kita dapat menemukan persamaan

garis peta yang melewati titik asal (0,0) dan D' (-2,1). Setelah melakukan

kalkulasi, diperoleh y Z—%x.

Tentukan peta dari garis y=4x dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesar 90°.
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(— Mari Berpikir Kritis

Dapatkah kalian menentukan, secara umum, peta dari garis y=kx, keR,

yang dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesar 90°?

Secara umum, kita dapat menyatakan rotasi untuk sebarang titik (x,y) sebagai
berikut. Misalkan, prapeta kita dinyatakan sebagai x = rcos(«),y = rsin(@)
dalam koordinat polar. Katakanlah sudut rotasinya adalah sebesar 6. Dengan

informasi ini, peta dapat dinyatakan sebagai berikut

x' = rcos(a + 0) Aktivitas Interaktif

= r(cos(@)cos(0) - sin(@)sin(0))
= (rcos(a))cos(0) - (rsin(a@))sin(0)
= xcos(0) - ysin(0)

Pembahasan lebih lanjut dapat
disimak di YouTube channel

"Geometri"

44

y' = rsin(a + 0) yang dapat
— r(sin(@)cos(0) + cos(@)sin(0))  diakses di: s.id/ b
= (rsin(@))cos(0) + (rcos(@))sin(f) Geometri
= xsin(f) + ycos (6)

Sifat 4.8

Rotasi terhadap Titik Asal O (0,0) sebesar Tetha
Peta dari titik (x,y) yang dirotasikan terhadap titik O(0,0)sebesar 6 adalah
(xcos(0) — ysin(8),xcos(0) + ysin(H)).

5. Dilatasi
Secara sederhana, dilatasi dapat dimaknai sebagai pembesaran atau
pengecilan. Definisi secara formal yang berlaku pada koordinat Kartesius,

dapat disimak sebagai berikut.

Definisi 4.5

Dilatasi
Diketahui titik C sebagai pusat dilatasi dan sebuah faktor k#0. Dilatasi
terhadap titik A yang berpusat di titik C dengan faktor k#0 adalah
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sebuah transformasi D, ., sedemikian rupa sehingga petanya, A=D . (A),

memenuhi CA'=k-CA .

Contoh 4.17

Mendilatasikan sebuah Titik terhadap Titik Pusat
Jika titik A(1,2) dilatasi terhadap titik asal (0,0) dengan faktor 2, tentukan
peta dari titik tersebut.

Alternatif Penyelesaian
!

Peta dari transformasi D, tersebut dapat dicari dengan

Jadi, petanya adalah (2,4).

Tentukan peta dari B (2,5) oleh dilatasi D,

!

-

x
Y

ae e e s e e e e s s s e e e e e s e e e S A e e e S |

Contoh 4.18

Mendilatasikan sebuah titik terhadap sebarang titik
Jika titik C (5,2) dilatasi terhadap titik P (2,3) dengan faktor 2, tentukan

peta dari titik tersebut.

Alternatif Penyelesaian

Peta dari transformasi D, tersebut dapat dicari dengan

(2)
r=2~8

x—2 :2[5—2 .
y=1

y—3
Jadi, petanya adalah (8,1).

Tentukan peta dari B(2,5) oleh dilatasi dengan pusat P(1,3) dan faktor 3.

B
PC"'=2PC = 53
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‘!Iil' Matematika dalam Budaya

Batik dan Transformasi

Berdasasarkan pengerjaan soal sebelumnya, pelajari kembali budaya Kkita,
Indonesia. Kalian eksplorasi bentuk-bentuk motif batik maupun arsitektur
yang ada di sekitar kalian. Deskripsikan bentuk dasar dari motif tersebut dan
apa saja transformasi yang dapat digunakan untuk membangun keseluruhan
motif. Selanjutnya, kreasikan motif kalian sendiri dengan konsep transformasi

yang telah dipelajari pada subbab ini.

ae e s S e e e s e s e e e e s s e e S e S e e e S St |

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salah. Transformasi dilatasi dengan faktor bukan 1 atau -1
mempertahankan kekongruenan bentuk geometris seperti segitiga dan
persegi.

2. Benar atau salah. Peta dari titik (x,y) oleh transformasi pencerminan
terhadap titik asal (0,0) adalah (x,y).

2
3. Benar atau salah. Peta dari (x,y) oleh translasi oleh vektor _S]adalah
(x+2,y-3). -9
4. Benar atau salah. Prapeta dari (x+3,y-5) oleh translasi oleh vektor 3 ]

adalah (x+3,y-5).

Penerapan Konsep
5. Tentukan hasil peta dari bentuk geometri berikut.

a). Titik (3,7) yang dicerminkan terhadap garis y=x.
b). Parabola 2x*-y+9=0yang dicermikan terhadap sumbu X.
c). Segitiga ABC dengan A(1,2), B(3,-1), C(-2,-3)yang ditranslasikan

-5
3 |
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d). Garis 3x-2y+5=0 yang ditransformasi oleh setengah putar terhadap
titik asal (0,0).

e). Kurva y=x’-7x+2x-5 yang dicerminkan terhadap sumbu Y.

B. Kaitan Matriks dengan Transformasi )

Setelah mempelajari beberapa transformasi geometri dalam bidang Kartesius
pada subbab sebelumnya, kali ini, kita akan mempelajari tentang kaitan
matriks dengan transformasi. Matriks 2x2 dapat dikaitkan dengan operasi
transformasi terhadap sebarang titik pada bidang Kartesius. Sebuah titik

pada bidang kartesius yang seringkali disimbolkan dengan pasangan terurut

(x,y) dapat juga disimbolkan dengan vektor posisi [x . Notasi yang kedua

inilah yang akan banyak digunakan dalam bab ini.

Contoh 4.19

Mengalikan sebuah Matriks dengan Sebuah Vektor Posisi

Jika x] merepresentasikan sebarang titik di bidang Kartesius, carilah
Y
) 10 =1z
hasil kali [1 0 .

Alternatif Penyelesaian
0 —1
1 0

T

Hasil kali matriks tersebut adalah

_xy]. Jika diperhatikan, titik

menjadi titik (-y,x).

(x,y) ditransformasikan oleh matriks [1 _O

Carilah hasil kali dari 01 x-
—1 Of[y
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Contoh 4.20

Mengalikan Sebuah Matriks dengan Tiga Buah Titik Sekaligus
Carilah peta dari AABC, dengan titik sudut A(1,1), B(4,1), dan ((4,2) yang

-1 0
ditransformasikan dengan matriks [ 0 _1].

Alternatif Penyelesaian

Pertama-tama, kita dapat menuliskan koordinat titik-titik itu sebagai kolom-

A BC
kolom matriks, yakni [1 4 4]. Selanjutnya, kalikan dari kiri matriks itu
112
-1 0 _ —1 0|1 44] [-1 -4 —4 '
dengan 0 -1l Kita peroleh [O _1] 119 —[_1 1 _2]. Hasil

transformasinya adalah sebuah segitiga baru AA'B'C’' dengan titik-titik sudut
A'(-1,-1), B'(-4,-1). dan C'(-4,-2).

{/7 Mari Mencoba

12
Suatu transformasi berkaitan dengan matriks [ 01 ] Carilah peta dari suatu

segitiga dengan titik sudut A (2,0), B(2,1), dan C(0,1) oleh transformasi tersebut!

e I e e e e e e e S e e e e e e e S |

1. Matriks Berkaitan dengan Pencerminan

Pada subbab sebelumnya, kita telah menemukan beberapa formula aljabar
untuk mencari peta dari pencerminan terhadap beberapa garis. Pada kegiatan
eksplorasi berikut, kita akan belajar bagaimana menemukan matriks-matriks

yang terkait dengan pencerminan terhadap garis.

2]
4ﬁ Eksplorasi

Mencari Matriks yang Berkaitan dengan Pencerminan
Di subbab sebelumnya, kalian telah belajar tentang pencerminan terhadap

sumbu X yang dilakukan di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kalian akan
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belajar tentang bagaimana menemukan matriks yang berkaitan dengan
pencerminan terhadap sumbu X. Pertama-tama, ingat kembali bahwa titik (x,y)
dipetakan ke titik (x,—y) oleh pencerminan terhadap sumbu X. Selanjutnya,

ikuti dua instruksi berikut untuk menemukan matriks yang diinginkan.

TS

1. Misalkan, matriks yang ingin kita cari adalah . Untuk mencari

L u
peta dari transformasi yang terkait dengan matriks ini, kita dapat

mengalikannya dengan sebarang titik (x,y) dalam bentuk vektor posisi.
Dengan kata lain, selesaikan perkalian matriks berikut:

x
Y

2. Kalian telah memisalkan matriks

r s
t u

rs . . .
» sebagai representasi dari

pencerminan terhadap sumbu X. Artinya, kita tahu bahwa hasil akhirnya
adalah | * ] Selanjutnya, berdasarkan hasil yang diperoleh pada bagian
1, selesaikan persamaan berikut dengan mencari nilai dari r, s, ¢, u

s
t u

z| |
yl 1=yl
Dengan carayang serupa, carilah matriks yang berkaitan dengan pencerminan

terhadap sumbu Y, garis y=x, dan garis y=—x.

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat menemukan tiga buah sifat yang

akan dijelaskan pada Sifat 4.9.

Matriks Pencerminan

Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap sumbu X adalah
oG

0 —1]
Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap sumbu Y adalah
Ry
0 1]
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Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap garis y=x adalah

[0 1

1 0]

Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap garis y=—x adalah
[0 —1

-1 0|

Untuk lebih memahami Sifat 4.9, perhatikan beberapa contoh berikut dan

selesaikan beberapa aktivitas Mari, Mencoba.

Contoh 4.21

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan dengan Matriks

Carilah peta dari (3,-4) yang dicerminkan terhadap sumbu X.

Alternatif Penyelesaian

. ) 1 03 |3
Berdasarkan Sifat 4.9, kita peroleh [0 _1][_ 4] = [ 4].

{/7 Mari Mencoba

Carilah peta dari titik (3,5) yang dicerminkan terhadap sumbu X dengan

0
menggunakan perkalian matriks [ 0 — 1] .
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Contoh 4.22

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan dengan Matriks
Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A(3,1), B(-2,3), dan ((2,-1) yang

dicerminkan terhadap sumbu Y!

Alternatif Penyelesaian

Dengan menggunakan matriks transformasi, kita bisa dapatkan

It H B By ]

Sehingga, petanya adalah segitiga A'B'C' dengan A'(-3,1), B'(2,3), dan C'(-2,-1).
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Tentukan peta dari segitiga ABC dengan A(3,1), B(-2,3), dan ((2,-1) yang

dicerminkan terhadap garis y=—x!

(—~ Mari Berpikir Kritis

Dapatkah kalian menemukan operasi matriks yang terkait dengan
pencerminan terhadap garis x=k dan y=h? Apakah kalian dapat
menemukan matriks tersebut dengan cara yang sama pada kegiatan
“Eksplorasi-Mencari matriks yang terkait dengan pencerminan?” Carilah
operasi matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap garis x=k dan
y=h berdasarkan Sifat 4.5 dan Sifat 4.6.

Petunjuk:

Operasi matriks yang terkait dengan dua transformasi tersebut memiliki

bentuk sebagai berikut. Kamu dapat mencoba mencari nilai dari r, s, ¢, u,

v, dan w.

r s|lz| v
+

t ully] |w

2. Matriks Berkaitan dengan Pencerminan terhadap Titik

Pada bagian ini, kita akan mempelajari bagaimana cara menemukan matriks
yang terkait dengan pencerminan terhadap titik pusat dan sebarang titik.
Pertama, pada kegiatan eksplorasi berikut, kita akan belajar tentang matriks

yang terkait dengan pencerminan terhadap titik pusat.

N
4€ Eksplorasi

Mencari Matriks Pencerminan Terhadap Titik Pusat
Di subbab sebelumnya, kita telah belajar tentang pencerminan terhadap titik
(setengah putar) yang dilakukan di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita

akan belajar tentang bagaimana menemukan matriks yang berkaitan dengan
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operasi pencerminan terhadap titik pusat. Selanjutnya, ikuti instruksi berikut

untuk menemukan operasi matriks yang sesuai dengan transformasi ini.

Berdasarkan Sifat 4.7, kita mengetahui bahwa hasil peta dari pencerminan

. Untuk mencari matriks persegi berordo

terhadap titik pusat adalah

2x2, kita misalkan f ol Selanjutnya, selesaikan persamaan matriks berikut

untuk mencari nilai 7, s, ¢, dan w.

T S||IT

y

—x
Y

t u

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

Matriks Pencerminan terhadap Titik Pusat

Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap titik pusat O adalah

-1 0 .
0 -1
Contoh 4.23

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan terhadap Titik dengan
Matriks
Tentukan peta dari titik A(-1,1) dan B(3,-2) yang dicerminkan terhadap

titik pusat!

Alternatif Penyelesaian

Dengan menggunakan matriks transformasi, kita bisa peroleh
-1 0|1 |1 d -1 03| _[-3
0 1] 1| [-1] ™" 2| [ 2]

0 -1
Sehingga, kita dapatkan petanya adalah A'(1,-1) dan B'(-3,2).
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Tentukan peta dari titik A (1,-7) dan B (-7,-2)yang dicerminkan terhadap
titik pusat!

Selanjutnya, pada kegiatan eksplorasi berikut, kita akan belajar tentang
bagaimana menemukan matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap

sebarang titik.

S
4Q Eksplorasi

Mencari Matriks Pencerminan terhadap Sebarang Titik

Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana menemukan matriks
yang berkaitan dengan operasi pencerminan terhadap titik secara umum.
Ingat kembali bahwa pada subbab sebelumnya, peta dari (x,y) yang
dicerminkan terhdap titik (a,b) adalah (—x+2a,—y+2b). Selanjutnya, ikuti
instruksi berikut untuk menemukan operasi matriks yang sesuai dengan

transformasi ini.

Pertama, perhatikan bahwa tujuan kita adalah untuk menemukan operasi
matriks sehingga kita bisa mendapatkan hasil akhir berupa vektor posisi
dari titik (-x+2a,—y+2b). Dengan berbekal informasi ini dan konsep operasi

matriks, kita perhatikan matriks berikut.
X

r-Ss \%
+ =
IR

Carilah nilai dari r, s, ¢, u, v, dan w dengan menyelesaikan operasi di sebelah

—x+2a
—y+2b

kiri persamaan matriks di atas dan selesaikan persamaan matriks tersebut.
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Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

Pencerminan terhadap Titik

Operasi matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap titik Aa,b) untuk

sebarang titik (x,y) adalah
-1 0 ||x 5[4
0 —1|ly|™ls]

Contoh 4.24

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan terhadap Titik dengan
Matriks
Tentukan peta dari titik (2,3) oleh pencerminan terhadap titik (1,1).

Alternatif Penyelesaian
Dengan mengaplikasikan Sifat 4.11, kita peroleh

o SlE R

Tentukan peta dari titik (3,1) oleh pencerminan terhadap titik (-2,-1).

. Petanya adalah (-1,0).

3. Matriks Berkaitan dengan Translasi
Pada bagian ini, kita akan mempelajari bagaimana menemukan dan

mengaplikasikan matriks yang terkait dengan translasi.

N
,.Q Eksplorasi

Mencari Matriks yang Berkaitan dengan Translasi
Di subbab sebelumnya, kita telah belajar tentang translasi yang dilakukan
di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana

menemukan operasi matriks yang berkaitan dengan operasi translasi.
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1. Ubahlah bentuk vektor berikut menjadi operasi dari dua buah vektor
sedemikian rupa sehingga vektor posisi titik (x,y) terpisah.

xta

y+b

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

Operasi Matriks terkait Translasi

a

b

Operasi matriks yang terkait dengan translasi oleh vektor terhadap titik

a

(%,y) adalah At

+

X
y
Contoh 4.25

Mencari Peta dari Sebuah Translasi dengan Bantuan Matriks

-3
Tentukan peta dari titik (-2,3) yang ditranslasikan oleh vektor [ 4 ]

menggunakan operasi matriks.

Alternatif Penyelesaian

=2 -3 -5
3 ]+[ 4 ]—[ 7 ].Petanya adalah (-5,7).

N
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Petanya dapat ditentukan dengan

j Mari Mencoba

Tentukan peta dari titik (4,-5) yang ditranslasikan oleh vektor

menggunakan operasi matriks.

4. Matriks Berkaitan dengan Rotasi
Pada bagian ini, kita akan belajar untuk menemukan matriks yang terkait

dengan rotasi terhadap titik pusat. Untuk itu, ikuti kegiatan eksplorasi berikut.
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N
4ﬁ Eksplorasi

Mencari Matriks Rotasi terhadap Titik Asal (0,0) Sebesar 6

Di subbab sebelumnya, kalian telah belajar tentang rotasi yang dilakukan
di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana
menemukan matriks yang berkaitan dengan operasi rotasi. Ikuti penjelasan

dan intruksi berikut.

: § . Berdasarkan subbab
u

Misalkan, matriks yang kita cari adalah

sebelumnya, peta dari titik (x,y) yang dirotasikan terhadap titik asal (0,0)
sebesar tetha adalah (xcos(#) — ysin(8), xsin(6) + ycos(6)). Oleh karena itu,

carilah r, s, t, u sedemikian rupa sehingga memenuhi

[r s xcos (6) — ysin(0)
! u

xsin(0) + ycos(6)
Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

Matriks Rotasi terhadap Titik Asal (0,0)
Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar fradian terhadap titik pusat O(0,0)
adalah

X
y

cos(f) —sin(6)
sin(f) cos(6)

Secara lebih umum, kalian juga bisa mendapatkan sifat berikut.

Operasi Matriks terkait Rotasi terhadap Titik Sebarang

Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar O radian terhadap titik (a,b) adalah

cos(6) —sin(6)
sin(d) cos(0)

X—da

y—b
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Contoh 4.26

Mencari Peta dari Sebuah Translasi dengan Bantuan Matriks
Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar 8 = %71' ( radian=180°) radian

terhadap titik pusat adalah

cos(8) — sin(0)
sin(f) cos(0)

cos(+m)—sin(+ ) _ -+
sin(47) cos(wm)| |55 |

Tentukan matriks-matriks yang berkaitan dengan rotasi terhadap titik pusat

0(0,0) sebesar %72’ radian.

Mari Berpikir Kreatif

;

Bilangan Kompleks dalam Transformasi

Kalian telah mempelajari tentang bilangan kompleks di Bab 1. Selain itu,

pada Bab 3, telah dilihat bagaimana keterkaitan antara bilangan kompleks

dan matriks, yakni bentuk matriks Z ~ "lbisa dinyatakan dalam bentuk
a —b _ 10 0 —-1] .
b g ] =a+ib dengan [0 1 dan [1 0 ]— i.

Perhatikan bahwa hasil perkalian bilangan z=a+ib dan i menghasilkan
iz=—b+ai, yaitu hasil rotasi z sebesar 90" yang berlawanan dengan arah
putaran jarum jam. Hal ini sesuai dengan matriks transformasi yang kalian

pelajari pada bab ini, dengan i bertindak sebagai matriks rotasi sebesar 90.
N N N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
5. Matriks berkaitan dengan Dilatasi

Pada bagian ini, kita akan mencari matriks yang terkait dengan transformasi

dilatasi. Kita akan menggunakan pengetahuan tentang dilatasi yang telah

kita dapat pada subbab sebelumnya.
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N
4ﬁ Eksplorasi

Mencari matriks yang Berkaitan dengan Dilatasi

Di subbab sebelumnya, kita telah belajar tentang dilatasi yang dilakukan
di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana
menemukan matriks yang berkaitan dengan operasi dilatasi. Ingat kembali
bahwa titik (x,y) dipetakan oleh dilatasi dengan faktor k#0 dan pusat O ke

(kx,ky). Ikuti instruksi berikut untuk menemukan matriks terkait.
s
» Misalkan, matriks yang ingin kita cari adalah [: u] Carilah r, s, t, u

kx
ky

rs
t u

X
Y

sedemikian rupa sehingga memenuhi

Ingat kembali bahwa titik (x,y) dipetakan oleh dilatasi dengan faktor
k#0 dan pusat (a,b) ke (k(x—a)+a,k(y-b)+D).

» Temukan kombinasi operasi matriks terhadap vektor posisi * :Z
. . . |k(x—a)ta
sehingga hasilnya menjadi k(x—b) + b]'

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat menemukan sifat berikut.

Matriks Dilatasi terhadap Titik Pusat

Matriks yang terkait dengan dilatasi dengan faktor k#0 oleh titik pusat O (0,0)
adalah

k 0]

0 k

Operasi Matriks terkait Dilatasi terhadap Sebarang Titik

Matriks yang terkait dengan dilatasi dengan faktor k#0 oleh titik (a,b) adalah
k0
[0 k

r—a
y—b
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atau

IkOx k0

0 k

a
b

Lle
b

0 k|ly

Contoh 4.27

Mencari peta dari Sebuah Dilatasi dengan Bantuan Matriks
Tentukan peta dari titik (2,4) yang ditransformasikan oleh dilatasi dengan
faktor 2 oleh titik pusat (1,1)!

Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan Sifat 4.11, kita peroleh petanya

o A e R R R HR

Carilah koordinat peta dari titik (a,b) oleh dilatasi [O,3]!

ae e e s e e e e s s s e e e e e s e e e S A e e e S |

Pemahaman Konsep k01l
1. Benar atau salah. Operasi matriks
0 k|ly

i}

2. Benar atau salah. Transformasi pencerminan terhadap titik asal (0,0)

sama halnya dengan operasi

perkalian skalar

ekuivalen dengan transformasi rotasi sebesar 180 terhadap titik asal (0,0).

3. Benar atau salah. Translasi dengan vektor

2
] terhadap titik (x,y)

3
. . L |x—2
berkaitan dengan operasi matriks -3
4. Benar atau salah. Transformasi rotasi terhadap titik asal (0,0) sebesar180
-1 0
terkait dengan matriks 0 -1
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5. Tuliskanlah matriks yang berkaitan dengan transformasi berikut.
a). Identitas
b). Setengah putar terhadap titik pusat O (0,0)
c). Pencerminan terhadap sumbu X
d). Pencerminan terhadap garis y=x

e). Pencerminan terhadap garis y=—x

f). Rotasi terhadap titik asal O sebesar %ﬂ (90%)

g). Rotasi terhadap titik asal O sebesar - %72’ (-90°)

Penerapan Konsep
6. Tentukan hasil peta dari beberapa operasi transformasi yang terkait
dengan matriks-matriks berikut.

0 -1
a). Titik (3,7) yang ditransformasikan dengan matriks [1 0 ]
0 —1
1 07
c). Segitiga ABC dengan A(0,2), B(5,-1), C(-7,-2) oleh transformasi

b). Parabola 3x*-2y+5=0 oleh transformasi dengan matriks

B SR
V2 V2
1 1

dengan matriks [ b
V22

30
d). Garis x-2y+3=0 yang ditransformasikan oleh [O 3].

12
e). Kurva y=2x*-x*+5x yang ditransformasikan oleh 0 1].
C. Komposisi Transformasi dengan Menggunakan Matriks )

Di dalam subbab sebelumnya, kalian telah membahas transformasi dan
transformasi dengan matriks. Pada subbab kali ini, kalian akan mempelajari
tentang komposisi transformasi dengan menggunakan matriks. Pertama, kita
akan membatasi pembahasan untuk transformasi-transformasi yang dapat

direpresentasikan dengan matriks berordo 2x2. Misalnya, pencerminan
0 -1l Operasi matriks

untuk menemukan peta dari titik (x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu X
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terhadap sumbu X dapat direpresentasikan oleh [




adalah

1 0 ||x
0 —1f|y

pada subbab sebelumnya adalah sebagai berikut.

. Transformasi-transformasi seperti ini yang telah dibahas

1). Pencerminan terhadap sumbu X
2). Pencerminan terhadap sumbu Y
3). Pencerminan terhadap garis y=x
4). Pencerminan terhadap garis y=—x
5). Pencerminan terhadap titik pusat
6). Rotasi terhadap titik asal (0,0)

7). Dilatasi terhadap titik asal (0,0)

Untuk memahami bagaimana menemukan operasi matriks yang terkait

dengan komposisi transformasi, kerjakanlah kegiatan eksplorasi berikut.

X}
4@ Eksplorasi

Mengoperasikan Komposisi Transformasi dengan Menggunakan
Matriks
Misalkan, kita memiliki dua buah transformasi T, dan T, T, merupakan

pencerminan terhadap sumbu Y, sedangkan transformasi T, merupakan
rotasi terhadap titik asal O sebesar %71’ radian (90°).

1. Apabila kalian ingin melakukan transfosmasi komposisi untuk sebarang
titik P(x,y) yang dimulai dengan T,dan dilanjutkan dengan T,, atau bisa
dinotasikan dengan T, T, tentukan hasil transformasinya dengan dua
acara:

a). Kalikan matriks yang terkait dengan T, dengan

x]. Kemudian,
y
kalikan matriks yang terkait dengan T, dengan hasilnya.

b). Kalikan matriks yang terkait dengan T, dengan matriks yang terkait
)
N

2. Bandingkan hasil perkalian pertama dan kedua. Apakah keduanya sama?

dengan T,. Kemudian, kalikan hasilnya dengan

Apa kira-kira kesimpulan yang dapat kalian tarik?
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3. Secara umum, mengapa menyelesaikan perkalian matriks berikut
dengan mengerjakan yang dilingkari terlebih dahulu sama saja?

pq ) ( |
S

Berdasarkan aktivitas eksplorasi tersebut, kita dapat memperoleh Sifat berikut.

Sifat 4.17

Matriks Transformasi Komposisi

Misal, matriks yang berkaitan dengan transformasi T, dan T, berturut-turut

adalah

L z] dan [ ] Maka, matriks yang terkait dengan komposisi

transformas1 T, T, (Transformasi T, dilanjutkan dengan T)) adalah
p q
ros|

t u

v w

Contoh 4.28

Mencari Peta dari Komposisi Transformasi dengan Bantuan Matriks

Tentukan peta dari titik (2,5) yang dicerminkan terhadap sumbu X dan

kemudian dicerminkan terhadap sumbu Y.

Alternatif Penyelesaian

Berdasarkan Sifat 4.17, matriks terkait pencerminan terhadap sumbu X

adalah 0 -1 dan matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap

sumbu Y adalah

0 1l . Oleh karena itu, matriks terkait dengan komposisi

dari pencerminan terhadap sumbu X yang dilanjutkan dengan pencerminan

. Akibatnya, peta yang

1
terhadap sumbu Y adalah [ ] [O _1] [ 0

2 _|—5
kita inginkan dapat dicari dengan [ 0 — 1] [ 5] = [_ 2].
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Tentukan peta dari titik (-2,3) yang ditransformasikan oleh komposisi dari
refleksi sumbu Y yang dilanjutkan dengan rotasi 180" terhadap titik asal.
WAA/VV\AAA/VVV\AA/VVV\AAA/VVV\AA/VVV\/\/\/\/VV\/\AA/W\/.

Contoh 4.29

Mencari Peta dari Komposisi Transformasi dengan Bantuan Matriks

Misalkan, kalian ingin melakukan tiga buah transformasi pada sebuah
titik P(2,5), yakni refleksi terhadap sumbu X, rotasi 90" terhadap titik asal,

dan setengah putar. Tentukan petanya!

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan subbab sebelumnya, kita tahu bahwa matriks yang berkaitan

dengan refleksi terhadap sumbu X, rotasi 90" terhadap titik asal, dan setengah

0 _1], dan [_1 0 ] Oleh karena

1 0
putar berturut-turut adalah [ 1], 10 0 —1

0_

itu, matriks yang terkait dengan komposisi transformasi tersebut adalah
=1 0110 =1{|1 0| |=1 O ({01 [0 —1
0 —1]|1 0|0 =1 |0 —1J[1 0] [-1 O
0 —1(|12] (-2

kita dapat memperoleh peta dari P(2,5): [_ 10 H ]z[ ]

5

Misalkan, kita ingin melakukan tiga buah transformasi pada sebuah titik

P(2,5), yakni refleksi terhadap sumbu Y, rotasi 180" terhadap titik asal, dan

. Dengan matriks ini,

pencerminan terhadap garis y=x. Tentukan petanya!
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(- Mari Berpikir Kritis

1. Pada sifat sebelumnya, kita belum tahu apakah operasi perkalian
yang melibatkan dua matriks yang berkaitan dengan komposisi dari
dua transformasi adalah komutatif atau tidak. Selidikilah, kapan sifat

komutatif berlaku benar.

2. Misalkan, suatu matriks 2x2, katakanlah M, merepresentasikan suatu
transformasi T pada sebuah bidang kartesius. Tentukan matriks yang
berkaitan dengan transformasi T yang diterapkan sebanyak 99 kali
dan dinotasikan I'eTc ... T'.

99 kali

aV |i' Mari Mengomunikasikan
=

Carilah literatur dalam bahasa Inggris yang terkait dengan transformasi
geometri. Salah satu matematikawan yang menarik jika digali kisahnya
adalah M. C. Escher. Ada sebuah kisah tentang dirinya yang terinspirasi oleh

kekayaan motif pengubinan di Alhambra, sebuah situs kerajaan di Spanyol.

Beberapa di antara artikel tentang kontribusi beliau dalam matematika
dapat dibaca di dua tautan ini https://s.id/Escher1 dan https://s.id/Escher2.

Cara lain, kalian dapat memindai kode batang berikut.

Berdasarkan dua artikel tersebut, rangkum dan ekspresikan pendapat
kalian tentang peran M. C. Escher dalam pengembangan matematika. Ceritakan
kembali dalam bentuk tulisan, video pendek, ataupun rekaman audio. Jika

memiliki keterbatasan dalam bahasa Inggris, manfaatkan Google Translate.
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Pemahaman Konsep

1.

Benar atau salah. Komposisi dari pencerminan terhadap garis y=x dan
pencerminan terhadap garis y=—x ekuivalen dengan pencerminan

terhadap sumbu X.

Benar atau salah. Komposisi dari dua buah translasi adalah sebuah

translasi.

Benar atau salah. Sebuah translasi dapat dinyatakan sebagai komposisi

dari dua buah pencerminan.

Penerapan Konsep

4.

Misalkan, T, menyatakan operasi pencerminan terhadap sumbu X,

sedangkan T, menyatakan operasi pencerminan terhadap sumbu Y.
a. Transformasi tunggal apakah yang ekuivalen dengan T,-T ?
b. Apa peta dari P(a,b) dari transformasi ini?

Carilah matriks yang berkaitan dengan pencerminan terhadap sumbu Y

dilanjutkan dengan setengah putaran terhadap pusat.

S. Rangkuman

Definisi Pencerminan: Pencerminan o untuk sebuah titik P pada bidang

Kartesius terhadap garis m, yang dinotasikan sebagai o , adalah sebuah

relasi yang didefinisikan sebagai

o.(Plxy) =

P(xy), jika P(x,y)dim
Q(x,y), jika P(x,y) tidak di m, dan m merupakan garis sumbu dari segmen PQ

Definisi Setengah Putar: Jika P(a,b), maka setengah putar terhadap titik P

yang dinotasikan sebagai o , adalah sebuah relasi yang memetakan titik (x,y)

ke titik (x',y) dengan titik P(a,b) sebagai titik tengah dari keduanya.

Aljabar dari Setengah Putar: operasi setengah putar o, dengan P(a,b),

memenuhi persamaan

Bab 4 | Transformasi Geometrim:l




x'=—x+2a
y'=—y+2b’

Dengan kata lain, c, (%, y)=(-x+2a,—y+2D).

Definisi Translasi: Diketahui vektor (a,b). Maka, translasi berkaitan dengan

vektor (a,b), yang dinotasikan sebagai T, untuk sebarang titik (%)

b)
didefinisikan sebagai 7, (x%,y)=(x+a,y+b).

Definisi Rotasi: Diketahui titik C dan sudut berarah 6°. Rotasi dengan titik
pusat C sebesar 6°, yang dinotasikan dengan p., didefinisikan sebagai
sebuah transformasi yang memetakan titik C ke dirinya sendiri dan
memetakan sebarang titik lain P ke titik P’ sedemikian rupa sehingga dua

kondisi terpenuhi:
e CP=CPF

e 0 merupakan ukuran sudut berarah dari sudut berarah yang terbentuk
dari sinar CP” dan CP .

Matriks Rotasi: Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar fradian terhadap
titik pusat O adalah

iy e

Tabel Matriks berkaitan dengan pelbagai macam transformasi

Prapeta Transformasi Matriks dan Operasinya

1 [ x| Translasi a z| |a

N ranslasi | y “p
2. X Refleksi sumbu X 1.0

y O _1_ »y
3. x Refleksi sumbu Y —10

y 0 1f|y

T 1 0|[x
4. X Refleksi garis y=x

y 0 1fly
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Prapeta Transformasi Matriks dan Operasinya

—x- . . _
5. , Refleksi garis y=—x [_1 0|y
(] -1 0f[x] [2k
6. X Refleksi garis x=k Y4
v |0 1)»] |0
7. x| Refleksi garis x=h 10 |x] + [0 ]
v 0 —1[y] [2h
g [ x| Refleksi terhadap titik —1 0 |[=] 49 a
' y Ha,b) 0 —1)y] b
Setengah putar .
9 [ ] terhadap titik asal (0,0)/ -1 0]|x
’ refleksi terhadap titik 0 —1f|y
L) asal (0,0)
10 [ ] Rotasi sebesar sudut ¢ cos (6) —sin (6) [X
' y terhadap titik asal (0,0) sin(8) cos(6) y
11 [ x| Rotasi sebesar sudut 6 cos(8) —sin(@)|[z—a] [a
’ y terhadap titik P(a,b) lsin(ﬁ) cos(H)] y—b| |b
[ ] kEOlxz—a| |a
x . .
12. , Dilatasi [P(a,b),k] [0 klly—b + b
13 [ ] Dilatasi dengan faktor k [k 0[] x
' y terhadap titik asal (0,0) 0 Ekfly

Matriks berkaitan dengan komposisi transformasi: Misal, matriks yang

P gq

berkaitan dengan transformasi T, dan T,berturut-turut adalah dan
t u
. Maka, matriks yang terkait dengan komposisi transformasi T,-T,
v w

(Transformasi T, dilanjutkan dengan T,) adalah

t u

|

v wl|r S
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman
Benar atau Salah. Tentukan apakah pernyataan nomor 1 — 5 berikut benar

atau salah.

1. Dilatasi selalu mempertahankan jarak antara dua titik di prapeta dan

hasil transformasinya.

2. Rotasi selalu memetakan segitiga menjadi segitiga dan dan petanya

selalu kongruen dengan prapeta.
3. Peta dari (x,y) oleh pencerminan terhadap sumbu X adalah (-x,y).

4. (-xy)adalah peta dari titik (-x,—y) yang dirotasikan sebesar 180" terhadap
titik asal (0,0).

5. Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar 45" terhadap titik pusat adalah
11

V2 V2 .
1 1

E

Isian Singkat. Isilah titik-titik pada nomor 6 — 9 sehingga pernyataan pada

nomor tersebut menjadi lengkap dan benar.
6. Komposisi dari dua buah translasi adalah . . ..
7. Sebuah segitiga jika dicerminkan terhadap sumbu Y akan menjadi . . . .

8. Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar 270" terhadap titik pusat
adalah . ...

9. Matriks yang terkait dengan komposisi transformasi yang dimulai
dengan rotasi sebesar 90" terhadap titik pusat dan dilanjutkan dengan

pencerminan terhadap sumbu X adalah . . ..
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Penerapan
Isian Singkat

10. Titik M(2,-3) dicerminkan terhadap sumbu X, kemudian terhadap sumbu
Y akan menghasilkan bayangan M'= .. ..

—4
11. Garis 2x+3y=-6 ditranslasikan dengan vektor [ 3

dan dilanjutkan

dengan vektor

2
_ 2] . Bayangannya adalah ...

12. Titik A(6,4) direfleksikan terhadap garis 2x+y=1. Bayangan titik A(6,4)
adalah ....
13. Lingkaran L=x’+)’-2y-3=0 didilatasi oleh [O (0,0),3]. Luas bayangan

lingkaran L sama dengan ... satuan luas. (Kinomatika 2014)

14. Bayangan titik P(x,y) yang ditranslasi oleh vektor (Z) dilanjutkan
oleh pencerminan terhadap y=k ditentukan oleh persamaan matriks

transformasi langsung berbentuk ....
Uraian.

15. Tentukan matriks-matriks yang berkaitan dengan rotasi terhadap

terhadap titik asal O sebesar
a. 3 mradian
b. +mradian

3 0]la
0 3||b

17. Tentukan hasil peta dari bentuk geometri berikut.

16. Hitunglah perkalian matriks

a. Garis 2x-3y-2y+7=0 yang ditransformasi oleh setengah putar
terhadap titik asal (0,0).

b. Kurva y=x"-2x*+3x—4 yang dicerminkan terhadap sumbu Y.

18. Tentukan peta dari titik (6,5) jika dicerminakn terhadap garis y=—x lalu

dirotasikan 90.
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19. Tentukan peta dari titik (x+2,3y) yang ditransformasikan dengan
pencerminan terhadap sumbu Y dilanjutkan dengan setengah putaran

terhadap titik pusat.

20. Tentukan peta dari garis 2x+3y+5 yang ditransformasikan dengan
pencerminan terhadap garis y=—x dilanjutkan dengan rotasi terhadap

titik pusat sebesar 180".

21. Tentukan peta dari kurva y=2x’-3x+5 yang ditransformasikan dengan

pencerminan terhadap garis y=x dilanjutkan dengan rotasi terhadap
4
_5 :

22. Nyatakan persamaan sebuah parabola y=2x’-12x+19 dalam bentuk

titik pusat sebesar 90, dan kemudian ditranslasikan oleh vektor

Penalaran

y=(a—h)*+k. Gunakan bentuk tersebut untuk menjelaskan bagaimana
operasi-operasi transformasi dilakukan terhadap parabola y=x* sehingga

menjadi y=2x*-12x+19.

23. Buktikan dengan perkalian matriks bahwa operasi dilatasi [O,2], dilabeli
dengan transformasi D, dan pencerminan terhadap sumbu Y, dilabeli

dengan transformasi C, memenuhi D-C=C-D.

24. Jelaskan mengapa suatu dilatasi terhadap titik pusat selalu komutatif

dengan transformasi yang dapat dinyatakan dengan matriks 2x2.

25. Buktikan bahwa pencerminan terhadap garis ax+by+c=0 memetakan

titik (x,y) ke

<x— 2a(ax+by+c) 2b(ax+by+c))
a2 + b2 o a? + b2

Modifikasi Motif Khas Daerah dengan Transformasi Geometri
Dalam proyek kali ini, kita akan bersama-sama mempelajari budaya kita dan
warisan leluhur, baik yang ada di Indonesia maupun di negara lain. Selain itu,

kita berharap mampu memanfaatkan pengetahuan kita yang telah dipelajari
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dari bab ini untuk mengembangkan kebudayaan kita dengan memodifikasi
ataupun mereka ulang karya seni terdahulu. Selain itu, kita akan belajar
mengomunikasikan karya kita dalam bentuk tulisan, audio, ataupun video
sehingga ide kita dapat dinikmati oleh banyak orang, dikembangkan lagi,

dan menjadi pemicu inspirasi. Ikutilah beberap instruksi berikut:

Pertama, carilah referensi motif yang dapat berupa motif batik atau
geometris maupun yang lain. Misalnya, kalian dapat mencari motif batik
yang kalian suka ataupun motif batik khas daerah kalian. Kalian dapat
pula mencari tahu batik dari daerah lain yang menurut kalian menarik.
Alternatifnya, kalian dapat motif geometris atau floral yang terdapat
pada situs sejarah ataupun bangunan-bangunan seperti istana kerajaan di

Alhambra, atau tempat ibadah seperti masjid atau gereja.

Kedua, pelajari bentuk dasar dari berbagai motif yang kalian temukan
dan tinjau dari sudut pandang transformasi geometri. Uraikan motif
tersebut menjadi bagian-bagian yang lebih kecil dan sederhana. Sebagai
inspirasi, baca dan ambil pengetahuan yang relevan dari dua sumber
berikut. Pertama, artikel yang berjudul “Learning Geometry and Values from
Patterns: Ethnomathematics on the Batik Patterns of Yogyakarta, Indonesia.”
Untuk mengaksesnya, kalian dapat menggunakan fitur search di Google
Scholar. Kedua, buku berjudul “Islamic Geometric Patterns Their Historical
Development and Traditional Methods of Construction” Jika tidak memiliki
akses terhadap buku ini, alternatifnya, kalian dapat mencari gambar dengan
kata kunci Islamic Geometric Pattern di Internet atau kalian telusuri karya-

karya Jay Bonner.

Ketiga, kreasikan motif geometris, batik, ataupun floral sesuai dengan
kreativitas kalian. Lakukan hal ini dengan menggunakan konsep-konsep
yang telah dipelajari pada bab ini. Perlihatkan bukan hanya hasil akhir,
tetapi juga proses mengkreasikan motif yang kaliat buat dalam beberapa
tahap. Libatkan konsep transformasi dan koordinat kartesius dalam tahap-
tahap ini agar lebih jelas. Gambarkan hasil motif ini secara utuh, bisa dalam

bentuk lukisan di kertas maupun gambar digital dengan bantuan teknologi.
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Keempat, jelaskan proses pembuatan motif karya kalian agar dapat
dinikmati orang lain. Ceritakan asal-muasal inspirasi dari karya motif kalian.
Ceritakan daerahnya, sejarahnya, maupun keunikannya dari berbagai sudut
pandang. Hal ini dapat dilakukan dalam bentuk artikel ilmiah. Cara lain dapat
dilakukan dengan merekam penjelasan kalian secara audio yang kemudian
kalian buat postingan dalam bentuk podcast. Jika memungkinkan, kalian juga
bisa mengkreasikan penjelasan kalian dalam bentuk video yang dapat di-
share di pelbagai media sosial seperti YouTube, Instagram, Facebook, TikTok,
Twitter, dan lain sebagainya. Libatkan teman kalian untuk berkomentar

maupun mengapresiasi karyamu atau karya temanmu yang lain.

N

%° || IRefleksi

Ingat-ingat kembali pengalaman belajar kalian di bab ini. Setelah itu,
refleksikan pengalaman belajar kalian tersebut dengan menanggapi

pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika
di Bab 4 Transformasi Geometri? Ceritakan manfaat yang dapat kalian
rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar
di Bab 4 Transformasi Geometri? Apakah semua strateginya sudah
membantu kalian untuk belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 4 Transformasi
Geometri ini dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel
berikut.

TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Transformasi

Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
sumbu X pada bidang Kartesius.

Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
sumbu Y pada bidang Kartesius.
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No. TARGET PEMBELAJARAN @ ® ®©

Saya dapat melakukan pencerminan terhadap

> garis y=x pada bidang Kartesius.
4 Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
' garis y=—x pada bidang Kartesius.
Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
5. . . .
garis x=k pada bidang Kartesius.
6 Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
' garis y=h pada bidang Kartesius.
Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
7. . . .
titik pada bidang Kartesius.
8 Saya dapat melakukan translasi pada bidang
’ Kartesius.
9 Saya dapat melakukan rotasi pada bidang
' Kartesius.
10 Saya dapat melakukan dilatasi pada bidang

Kartesius.

Subbab B Kaitan Matriks dengan Transformasi

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap sumbu X pada bidang
Kartesius.

11.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap sumbu Y pada bidang
Kartesius.

12.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garis y=x pada bidang
Kartesius.

13.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garis y=—x pada bidang

Kartesius.
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No.

15.

TARGET PEMBELAJARAN

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garis x=k pada bidang
Kartesius.

16.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garis y=h pada bidang
Kartesius.

17.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap titik pada bidang
Kartesius.

18.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari translasi
pada bidang Kartesius.

19.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari rotasi
pada bidang Kartesius.

20.

21.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari dilatasi
pada bidang Kartesius.

Subbab C Komposisi Tansformasi dengan

Saya dapat menjelaskan konsep komposisi
transfomasi.

\EG S

B

Saya dapat menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
komposisi transformasi.
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Untuk mempelajari transformasi geometri secara lebih lanjut dan mendalam,

ada beberapa buku sumber yang dapat di rujuk.

>

“Modul Pembelajaran SMA Matematika Umum

Kelas XI KD 3.5 dari Kementerian Pendidikan dan

Kebudayaan” Modul ini berisikan materi yang
serupa. penilaian.sma.kemdikbud.go.id:8063/
emodulsma/detail. php?id=MTA5

Geometri Transformasi yang ditulis oleh Rawuh.
Buku ini dapat digunakan untuk mempelajari
Geometri Transformasi dengan pendekatan
geometri Euclid.

Transformation Geometry: An Introduction to
Symmetry yang dikarang oleh George E. Martin.

Buku ini mempelajari Geometri Transformasi

dengan pendekatan geometri Euclid yang dikaitkan e

dengan aljabar abstrak. https://www.google.co.id/
books/edition/Transformation_Geometry/
gevIBWAAQBA]J?hl=en&gbpv=0.

M. C. Escher’s Legacy: A Centennial Celebration.
Buku ini menyibak kejeniusan Escher dalam j
memadukan kerja seninya dalam bentuk lukisan
dan pengetahunnya tentang matematika termasuk |
pengubinan dan transformasi. https://books.google.
co.id/books/about/M_C_Escher_s_Legacy.
html?id=uDZn6rDpwbQC&redir_esc=y

Islamic Geometric Patterns karya Jay Bonner. Buku

ini membahas simetri, transformasi, dan konsep

Geometri lain yang dipadukan dengan banyak ¥

sekali terapan ke pola-pola Geometris yang dapat

dibuat dengan otomasi di komputer. https://www.
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google.co.id/books/edition/Islamic_Geometric_Patterns/
09IxDWAAQBA]J?hl=en&gbpv=0
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Fungsi'dan Pemiedelan

Pada Maret 2021 kapal Ever Given tersangkut di Terusan Suez. Bagaimana
salah satu fungsi yang dibahas dalam bab ini dapat digunakan untuk
memodelkan fenomena alam yang turut membantu penyelamatan kapal

tersebut?



Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan

berikut ini.

» Menentukan nilai fungsi trigonometri, fungsi logaritma, fungsi aljabar

dan fungsi non aljabar, serta menganalisis karakteristik grafiknya.

» Memodelkan dan menyelesaikan permasalahan sehari-hari dengan
menggunakan fungsi trigonometri, fungsi logaritma, fungsi aljabar dan

fungsi non aljabar.
@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Fungsi Rasional

Fungsi Aljabar

f l Fungsi Nonaljabar l 1
Fungsi Trigonometri Fungsi Eksponensial Fungsi Logaritma
v

Fungsi Tangga Fungsi Nilai Mutlak

Fungsi Aljabar, Fungsi Non-Aljabar, Fungsi Rasional,
Fungsi Akar, Fungsi Trigonometri, Fungsi Logaritma,
Fungsi Eksponensial, Fungsi Piecewise, Fungsi Nilai

Mutlak, Fungsi Tangga
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C{g Pengantar Bab

Memahami Dunia di Sekitar Kita
Pernahkah kalian membayang-

kan untuk tinggal di negara ' A R‘J. S

\ . L Joan

lain? Kira-kira, apa saja yang gakarta Lautsawa & ¥ LautBanda
. $l

5= Denpasar - . !
Oa o=

L alimand Laut Arafura
Surabaya -~ "

berbeda dengan tempat tinggal

Laut Timor  “%

kalian saat ini? Tentu, banyak

yang berbeda. Salah satu 1.000,00 km oy
hal yang bisa berbeda ialah dara
lamanya hari, yaitu periode dari -

matahari terbit sampai matahari seiaan

2.572,36 km <
terbenam. Di bagian Proyek

pada bab ini, kalian akan diajak
) Gambar 5.1 Peta Lokasi Denpasar dan Perth.

untuk membandingkan lamanya

hari di Kota Denpasar dengan

Kota Perth.

Selain itu, banyak fenomena di sekitar kalian yang dapat dimodelkan
dengan fungsi yang akan kalian pelajari di bab ini. Pemodelan tersebut dapat
membantu kalian memahami dunia di sekitar kalian. Oleh karena itu, silakan

mempelajari bab ini dengan penuh semangat!

A. Fungsi Trigonometri )

Seringkali, kita menjumpai fenomena di sekitar kita yang dapat
direpresentasikan dengan baik menggunakan grafik. Untuk mengetahui

salah satunya, kerjakan kegiatan eksplorasi berikut ini.

X]
48 Eksplorasi

Posisi Matahari terhadap Cakrawala
Saat ini, kalian dapat melihat berita atau prakiraan cuaca dengan mudah
melalui telepon pintar. Gambar 5.2 berikut ini memperlihatkan tampilan

suatu situs web weather.com mengenai cuaca.
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Matahari terbit dan terbenam

Matahari terbit Matahari terbenam
05.50 17.38
Cakrawala
Fajar Tengah hari Senja
05.28 11.44 18.00

Panjang hari 11 jam 48 menit
Sisa waktu terang hari 2 jam 47 menit
Gambar 5.2 Matahari Terbit dan Tenggelam
Cermati Gambar 5.2. Jelaskan apa yang dapat kalian tangkap dan maknai

dari gambar tersebut.
N N N N N N N N N N N N N N N NSNS |

Melalui aktivitas eksplorasi, kalian diperlihatkan informasi mengenai
posisi matahari terhadap garis cakrawala. Posisi matahari tersebut dapat
dimodelkan dengan fungsi yang akan kita pelajari di dalam subbab ini, yaitu

fungsi trigonometri.

Ketika mempelajari trigonometri, sudut dapat dipandang sebagai
perputaran suatu sinar garis dari sisi awal ke sisi akhir dengan pusat di
pangkalnya. Jika perputarannya berlawanan arah putaran jarum jam, kita
mendapatkan sudut positif. Sebaliknya, jika perputarannya searah putaran

jarum jam, kita memperoleh sudut negatif. Perhatikan Gambar 5.3 berikut.

Gambar 5.3 Sudut Positif dan Sudut Negatif
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Pada Gambar 5.3, @ adalah contoh sudut positif, sedangkan f adalah
contoh sudut negatif. Arah perputaran kedua sudut tersebut digambarkan

dengan anak panah.

1. Fungsi Trigonometri Sebarang Sudut
Di kelas X, kalian telah mempelajari perbandingan trigonometri pada segitiga
siku-siku. Gunakan pengetahuan kalian tentang perbandingan trigonometri

tersebut untuk melakukan aktivitas eksplorasi berikut.

2]
48 Eksplorasi

Menentukan Koordinat Titik pada Lingkaran Satuan

Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan menentukan koordinat titik-titik

yang diberikan dengan menggunakan bantuan perbandingan trigonometri

segitiga siku-siku.

1. Titik-titik A, B, C, dan D pada Gambar 5.4 berada pada lingkaran satuan,
yaitu lingkaran yang berpusat di titik asal (0, 0) dan berjari-jari 1 satuan.
Berdasarkan informasi yang diberikan pada gambar tersebut, tentukan
koordinat titik-titik tersebut. (Perhatikan tanda, positif atau negatif, dari
koordinat-koordinatnya.)

y y
1+ 14+

130°
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Gambar 5.4 Titik-Titik A, B, C, dan D pada Lingkaran Satuan

2. Berdasarkan perhitungan kalian di bagian 1, secara umum, bagaimana
cara menentukan koordinat suatu titik yang berada pada lingkaran
satuan jika diketahui besar sudutnya terhadap sumbu X positif?

[ T L T N N v es |

Jika kalian perhatikan, besar sudut-sudut pada aktivitas eksplorasi sebelumnya

semuanya memiliki sisi awal sumbu X positif dan berpangkal di titik asal (0, 0).

Sudut-sudut yang seperti ini disebut sudut-sudut dalam posisi baku.

Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian menggunakan perbandingan
trigonometri segitiga siku-siku untuk menentukan koordinat titik-titik pada
lingkaran satuan. Perbandingan trigonometri tersebut sekarang kita perluas

definisinya agar dapat digunakan untuk sebarang sudut.

Definisi 5.1

Fungsi-Fungsi Trigonometri

Misalkan, 0 adalah sudut dalam posisi baku dan P (x, y) adalah titik yang
berada pada sisi akhir sudut tersebut, seperti yang diperlihatkan pada
Gambar 5.5. Jika r adalah jarak antara titik asal ke titik P, maka fungsi-

fungsi trigonometri sin 6, cos 6, dan tan 6 didefinisikan sebagai berikut.

I:EMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




sinf = Y P(x, y)

-

x
cosf =—
’

A

tan@zz (x:tO)

]

Gambar 5.5 Sudut 6 dalam Posisi Baku

Berdasarkan Definisi 5.1, kita dengan mudah dapat menentukan tanda (positif
atau negatif) dari nilai fungsi trigonometri untuk sudut tertentu. Untuk
sudut-sudut dalam posisi baku yang sisi akhirnya di kuadran 2, misalnya,
sebarang titik yang berada di sisi akhir sudut tersebut memiliki koordinat x
negatif dan koordinat y positif. Karena r selalu positif, nilai sin 6 di kuadran 2
positif, sedangkan nilai cos # dan tan O negatif. Tanda dari nilai fungsi-fungsi

trigonometri di semua kuadran dirangkum pada Gambar 5.6 berikut.

Kuadran II y Kuadran I
(x negatif, y positif) (x positif, y positif)
Positif: sin Positif: sin, cos, tan
Negatif: cos, tan Negatif: -

0 x

Positif: tan Positif: cos
Negatif: sin, cos Negatif: sin, tan

Kuadran III Kuadran IV
(x negatif, y negatif) (x positif, y negatif)

Gambar 5.6 Tanda Fungsi-Fungsi Trigonometri di Semua Kuadran
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Definisi 5.1 dan tanda fungsi-fungsi trigonometri pada Gambar 5.6 dapat
digunakan untuk menentukan nilai fungsi trigonometri sebarang sudut.

Untuk itu, kerjakan aktivitas eksplorasi berikut.

S
"Q Eksplorasi

Menentukan Nilai Fungsi Trigonometri

Di aktivitas eksplorasi ini, kalian akan menemukan cara bagaimana
menentukan nilai fungsi trigonometri. Untuk melakukannya, kalian perlu
mengingat perbandingan trigonometri untuk sudut-sudut istimewa sebagai

berikut.
Tabel 5.1 Sudut-Sudut Istimewa

Sudut 6 sin @ cos O tan 0
1 1 1
30° = ~\3 =3
2 2 3
1 1
45° =2 2 1
2 2
1 1
60° E\/g E \/g

1. Dengan menggunakan Definisi 5.1, tentukan nilai sin 6, cos 6, dan tan
0 untuk sudut-sudut 0 = 0°, 90°, 180°, dan 270°. Isikan hasilnya ke dalam

tabel berikut.

Sudut 6
0°

sin 0

cos O

tan 6

90°

180°

270°

2. Tentukan nilai sin 6, cos 0, dan tan 6 dari sudut 6 = 135°. Untuk

melakukannya, ikuti panduan berikut.

a). Lukislah sudut 135° dalam posisi baku dan lingkaran satuan pada

bidang koordinat. Kemudian, tandai titik A yang merupakan

perpotongan lingkaran satuan dan sisi akhir sudut tersebut.

I:EMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




Lukis juga segitiga siku-siku bantuan yang bersesuaian. Hasilnya

diperlihatkan pada Gambar 5.7.

y

N 135°
6 \
| |

B 0] 1 X

Gambar 5.7 Sudut 135° dalam Posisi Baku
b). Tentukan besar sudut 6 .

c). Dengan menggunakan perbandingan trigonometri segitiga siku-
siku, tentukan koordinat titik A.

d). Tentukan jarak antara titik A dan titik asal dengan menggunakan

Teorema Pythagoras, yaitu

e). Dengan menggunakan hasil pada bagian (c), (d), dan Definisi 5.1,
tentukan nilai sin 0, cos 0, dan tan 6 untuk sudut 8 = 135°. Perhatikan

tanda positif atau negatifnya.

f). Bandingkan hasilnya dengan nilai sin , cos , dan tanf .

Tentukan nilai sin 6, cos 6, dan tan 0 untuk sudut-sudut 6 = 240° dan —-45°.
(Gunakan cara seperti pada soal nomor 2.)

Tentukan nilai sin 0, cos 6, dan tan 6 untuk sudut-sudut 6 = 390° dan
-600°. Sudut-sudut 390° dan —600° ditunjukkan pada Gambar 5.8 (a) dan

(b) berikut.
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R (7
390°\-/ ) k&éow *

(@) (b)
Gambar 5.8 Sudut-sudut 390° dan -600° dalam Posisi Baku

5. Tentukan nilai sin 6, cos 6, dan tan 6 untuk sudut-sudut 6 = 945° dan

-1.110°.
6. Secara umum, bagaimana kalian menentukan nilai fungsi-fungsi

trigonometri sebarang sudut?
S N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah menemukan strategi untuk
menentukan nilai fungsi-fungsi trigonometri untuk sudut-sudut yang tidak

hanya sudut-sudut lancip. Strategi tersebut dapat dirangkum dalam Sifat 5.1
berikut.

Nilai Fungsi Trigonometri Sebarang Sudut

Misalkan, 6 adalah sudut lancip, yaitu 0°<6 <90°. Maka, nilai fungsi-
fungsi trigonometri di kuadran 2 sampai 4 dapat ditentukan dengan

menggunakan rumus berikut.

Kuadran II

1. sin(180°~0)=sin®
2. cos(180°-0)=—cosO
3. tan(180°—0_)=—tan67
Kuadran III

1. sin(180°+9_) =—sinf
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e cos(180°+9_)=—cos9_

3. tan(180°+§)=tan9_

Kuadran IV

1. sin(360°—0 ) =sin(-0 ) =—sin@
2" cos(360°—9_) =cos(—67)=cose_

3. tan(360°—9_)=tan(—9_)=—tan0_

Jika 0° < 0 < 360° dan k adalah sebarang bilangan bulat, nilai fungsi-fungsi
trigonometri juga dapat ditentukan dengan rumus berikut.

1. sin(k-360°+6)=sinf

2. cos(k-360°+0)=cosb

3. tan(k-180°+6)=tan0

Untuk mengetahui bagaimana penggunaan Sifat 5.1, perhatikan Contoh 5.1
berikut.

Contoh 5.1

Menentukan Nilai Fungsi Trigonometri
Tentukan nilai dari sin 315°, cos 510°, dan tan (—840°).

Alternatif Penyelesaian
Untuk menentukan nilai fungsi-fungsi trigonometri yang diberikan, kita
gunakan Sifat 5.1. Karena sudut 315° berada di kuadran 4, nilai sin 315° dapat

ditentukan sebagai berikut.

sin315° = sin(360° - 450) 315° = 360° — 45°
=—sin45° Sifat 5.1
1
Z—E\/E sin45°:§\/§

Nilai cos 510° dapat ditentukan dengan menggunakan fakta bahwa
510°=1-360°+150°.

cos 510° = cos(360°-1+150°) 510°=1-360° +
150°
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=cos 150° Sifat 5.1

= cos(180°-30°) 150° = 180° - 30°
=—co0s30° Sifat 5.1

1
:—E\/g cos30°=%\/§

Terakhir, perhatikan bahwa —-840° = (-4) - 180° + (-120°). Dengan demikian,
nilai tan(-840°) dapat ditentukan sebagai berikut.

tan(—-840°) =tan[180°.(_4) +(_1200)] ~840° = (-4) - 180° +

(-120°)
=tan(—120°) Sifat 5.1
=tan(360°—120°) Sifat 5.1
= tan240° 360° - 120° = 240°
= tan(180°+60°) 240° = 180° + 60°
=tan60° Sifat 5.1
=3 tan60° =+/3

Carilah nilai cos(-60°), sin 450°, dan tan(-1215°).

2. Identitas Trigonometri
Ketika belajar di Bab 2, kalian mengenal identitas polinomial. Di subbab
ini, kalian akan belajar identitas trigonometri. Untuk itu, kerjakan aktivitas

eksplorasi berikut untuk menemukan salah satu identitas trigonometri.

S
4& Eksplorasi

Menemukan Identitas Trigonometri
Di dalam aktivitas ini, kalian akan dipandu untuk menemukan salah satu

identitas trigonometri. Untuk itu, lakukan langkah-langkah berikut ini.

1. Tunjukkan bahwa informasi yang ditunjukkan pada Gambar 5.9 berikut
ini semuanya tepat.
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Gambar 5.9 Perbandingan Trigonometri dalam Segitiga Siku-Siku

2. Dengan menggunakan segitiga siku-siku pada bagian 1, carilah hubungan
antara sin 6, cos 6, dan 1.

3. Sementara ini, hubungan yang kalian temukan di bagian 2 hanya berlaku
untuk sudut-sudut lancip. Hal ini dikarenakan hubungan tersebut kalian
temukan dengan menggunakan segitiga siku-siku di bagian 1. Apakah
hubungan itu juga berlaku untuk sebarang sudut 6?7 Selidikilah dengan
menggunakan lingkaran satuan pada Gambar 5.10 berikut.

y

-

P(x, y)

Gambar 5.10 Lingkaran Satuan dan Sudut 0
a). Nyatakan koordinat titik P ke dalam 6.

b). Tuliskan persamaan yang menyatakan jarak antara titik P dan titik
asal (0, 0). Bandingkan persamaan tersebut dengan hubungan yang

kalian dapatkan di bagian 2.

Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah mendapatkan salah satu

identitas trigonometri. Identitas tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut.

sin? 0+ cos? 0= 1
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Karena kalian menggunakan teorema Pythagoras untuk menemukan
identitas tersebut, identitas tersebut dinamakan identitas Pythagoras.
Identitas ini beserta dengan identitas-identitas trigonometri lainnya

dirangkum sebagai berikut.

Identitas-Identitas Trigonometri Dasar

1). sin®O+cos’0 =1

sin@

2). tanf =
cos0

3). sin(-6)=-sin6

4). cos(-0)=cosf

5). tan(-60)=—tan0
Identitas-identitas nomor 3, 4, dan 5 tersebut merupakan generalisasi dari
persamaan-persamaan dalam Sifat 5.1 bagian kuadran 4. Untuk mengetahui

bagaimana penggunaan identitas-identitas trigonometri dasar, perhatikan
Contoh 5.2 berikut ini.

Contoh 5.2

Menggunakan Identitas Trigonometri

Jika 0 berada pada kuadran 2 dan sin6 = £, carilah nilai cos 6 dan tan 0.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan cos 6, kita gunakan identitas Pythagoras.

sin”0 +cos’ 0 =1 Identitas Pythagoras

cos? 0 =1 —sin* 6 Kurangi kedua ruas dengan sin® ¢

cos @ =+\1-sin’0 Akar kuadratkan

2
4
cos 0 == 1—(5) Substitusi sin 0 = 4/5
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9 3
cosf = —,/— =+ Sederhanakan
25 5
Karena 60 di kuadran 2, cos 0 bernilai negatif. Dengan demikian,

3
cosf =——
5

Selanjutnya, kita gunakan identitas kedua untuk menentukan nilai tan 6.

_sinf _ 4/5 4

cosf -3/5 3

Jika cos@ =1 dan 270° < 0 < 360°, tentukan sin 6 dan tan 6.

Mari Berpikir Kreatif

Kerjakan soal pada Contoh 5.2 dengan cara yang berbeda, yaitu dengan

tan@

")

langsung menggunakan Definisi 5.1.

3. Grafik Fungsi Trigonometri

Pada bagian ini, kalian akan diajak untuk menggambar grafik fungsi
trigonometri. Sebelum itu, kalian perlu mengenal ukuran sudut selain derajat,
yaitu radian. Jika dalam derajat, ukuran sudut satu putaran penuh adalah 360°.
Jika dalam radian, ukuran sudut satu putaran penuh adalah 2z rad (rad adalah
penanda sudut yang dinyatakan dalam ukuran radian). Dengan demikian, 360°
= 2 rad. Persamaan tersebut setara dengan tiga persamaan berikut.

o

180° = 7t rad 1rad =(@j 1° =Lrad
n 180

Dengan kata lain, kita dapat mengubah ukuran sudut dari derajat ke

radian dengan mengalikan 7/180. Perhatikan contoh berikut.
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60° =60-i rad I rad
180 3

Untuk mengonversi sudut dari ukuran radian ke derajat, kita kalikan

sudut tersebut dengan 180/z. Cermati contoh berikut.

Tidak seperti derajat yang penulisannya selalu disertai dengan tanda °,
penulisan sudut dalam radian biasanya tidak disertai dengan penanda rad.
Dengan demikian, jika kalian mendapati ukuran sudut yang tidak memiliki
satuan atau penanda, sudut tersebut berarti dinyatakan dalam radian. Sebagai
contoh, ukuran sudut dalam bentuk sin 75° merupakan sudut dalam derajat,

sedangkan sin 75 sudutnya merupakan sudut dalam radian.

Ukuran radian tersebut umumnya digunakan dalam grafik fungsi
trigonometri. Ketika ukuran sudut dalam radian tersebut diganti oleh
variabel dalam fungsi trigonometri, variabel yang digunakan biasanya adalah
x (sebelumnya kita menggunakan variabel 6). Bagaimana bentuk grafik

fungsi-fungsi trigonometri? Silakan kerjakan aktivitas eksplorasi berikut.

2]
,.ﬁ Eksplorasi

Menggambar Grafik y = sin x dan y = cos x

Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan menggambar dan menganalisis
grafik fungsi y = sin x dan y = cos x. Sebelum itu, ingat dalam Sifat 5.1 bahwa
sin(k - 360° + 6) = sin 6 dan cos(k - 360° + 6) = cos 6. Hal ini dapat dituliskan
kembali menjadi sin(k - 360° + x) = sin x dan cos(k - 360° + x) = cos x. Dengan
kata lain, nilai fungsi sin x dan cos x tersebut berulang setiap 360° atau 2.
Dengan demikian, kita dapat mengatakan bahwa fungsi y = sin xdan y = cos

x periodik dengan periode 360° atau 2.

Selanjutnya, ikuti langkah-langkah berikut ini untuk menggambar grafik

vy =sin x dan y = cos x.
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1. Lengkapi tabel berikut dengan nilai-nilai fungsi y = sin x dan y = cos x
dalam satu periodenya.

7l x| x|2x |57 77 | 4 | 37 | 57 |11
o | X | x| |27 |57 I | Am | 37 | 57 |17 |,

X 61312136 |"l 6|3 121316

sin x

COS X

2. Dengan menggunakan tabel pada bagian 1, gambarlah grafik fungsi y =
sin x dan y = cos x dalam satu periodenya, yaitu 0° < x < 360°.

3. Amplitudo dari suatu fungsi periodik adalah setengah dari nilai
maksimum dikurangi nilai minimumnya. Berdasarkan grafik yang telah
kalian gambar di bagian 2, tentukan amplitudo dari y = sin xdan y = cos
X.

e A A A A A A A

Melalui aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah mengetahui grafik

fungsi y = sin xdan y = cos x. Secara umum, grafik fungsi y = sin x ditunjukkan

pada Gambar 5.11. Grafik fungsi tersebut memiliki periode 360° atau 2.

Meskipun demikian, grafiknya dapat diperpanjang ke kiri dan ke kanan

karena daerah asal fungsi ini adalah himpunan semua bilangan real. Karena

nilai maksimum dan minimumnya secara berturut-turut adalah 1 dan -1,

amplitudonya adalah (1 — (-1))/2 = 1. Implikasi lainnya, daerah hasil fungsi y

= sin x adalah {y| -1 < y < 1}. Selain itu, kita dapat mencermati bahwa grafik

fungsi tersebut simetris terhadap titik asal.

1+ y=sinx
/.
- 0 ﬂ\/fﬂ' 3Uﬂ
—1 t+

<—— Periode 21 4‘

Gambar 5.11 Grafik Fungsi y = sin x
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Grafik fungsi y = cos x ditunjukkan pada gambar 5.12. Periode dan amplitudo
fungsi ini sama dengan periode dan amplitudo fungsi y = sin x. Periodenya
360° atau 27t dan amplitudonya 1. Selain itu, fungsi ini memiliki daerah asal
himpunan semua bilangan real dan daerah hasil {y | -1 < y < 1}. Fungsi y =

cos x simetris terhadap sumbu Y.

= Cos X

# /\ # /-\y # /-\x
U o W 2 \\32/ ax

<~—— Periode 2r 4‘

Gambar 5.12 Grafik Fungsi y = cos x

Lalu, bagaimana dengan grafik fungsi y = tan x? Dengan menggunakan Sifat
5.1, yaitu tan(180° - k + 0) = tan 0, fungsi y = tan x memiliki periode 180° atau
7. Dengan menentukan nilai-nilai fungsinya, kalian akan melihat bahwa
fungsi ini tidak terdefinisi ketika x = 7/2, 37/2, 57/2, ..., 7/2 + k - 7. Dengan
demikian, daerah asal fungsi ini adalah {x | x # 7/2+kr untuk k bilangan
bulat}. Daerah hasil fungsi y = tan x adalah himpunan semua bilangan real.

Grafik fungsi y = tan x diperlihatkan pada Gambar 5.13 berikut ini.

Periode 7

Gambar 5.13 Grafik Fungsi y = tan x
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Sekarang, mungkin kalian bertanya-tanya, apakah amplitudo dan periode
fungsi-fungsi trigonometri dapat berubah-ubah? Jawaban pertanyaan ini

dipaparkan dalam Sifat 5.3 berikut.

Amplitudo dan Periode

Untuk fungsi-fungsi yang berbentuk y = asin bxdan y = acos bx, amplitudonya

3e0° 2w
T atau .
12 0]

Untuk fungsi-fungsi yang berbentuk y = a tan bx, amplitudonya tidak ada dan

periodenya 159 atau —
——— atau .
T

Aktivitas Interaktif

Untuk menyelidiki bagaimana pengaruh bilangan a dan b
terhadap grafik y = a sin bx, kerjakan aktivitas interaktif
berikut ini. Pindailah kode batang atau bukalah tautan

berikut: https://www.desmos.com/calculator/1hazrovhco

adalah | a | dan periodenya adalah

Untuk lebih memahami mengenai grafik fungsi trigonometri beserta dengan

amplitudo dan periodenya, perhatikan Contoh 5.3 berikut.

Contoh 5.3

Mensketsa Grafik Fungsi Trigonometri

Tentukan amplitudo, jika ada, dan periode dari y = 3 sin x dan

y= tan(—ljx), kemudian sketsalah grafik kedua fungsi tersebut.

Alternatif Penyelesaian
Amplitudo dari fungsi y = 3 sin xadalah | 3 | =3, periodenya adalah 27/1 =
2. Grafik fungsi ini ditunjukkan oleh Gambar 5.14 berikut.
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Gambar 5.14 Grafik y = 3 sin x

Fungsi y = tan(—% x) tidak memiliki amplitudo dan periodenya |_71t—/2| =27
. Grafik fungsi ini diperlihatkan pada Gambar 5.15 berikut.
y
11
I I I — x
31 -2r - 0 T 2 3

_ 1
Gambar 5.15 Grafik ¥ = tan(—jx)

Sketsalah grafik y = sin 3xdan y = -2 cos x.

Fungsi trigonometri yang telah kalian pelajari memiliki kegunaan untuk
memodelkan dan memprakirakan ketinggian pasang surut air laut. Untuk

mengetahuinya, baca kolom Matematika dan Sains berikut ini.
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é_s Matematik dan Sains

Gelombang Pasut Menyelamatkan Kapal yang Tersangkut

Gambar 5.16 Sebuah Kapal Tersangkut di Terusan Suez.
Sumber: http://eol.jsc.nasa.gov/

Pada Maret 2021, dunia digemparkan dengan berita kapal Ever Given
yang tersangkut di Terusan Suez (lihat Gambar 5.16). Tersangkutnya kapal
tersebut menghalangi kapal-kapal lain menggunakan Terusan Suez untuk
keperluan perdagangan. Tak ayal, kejadian ini untuk sementara waktu
mengganggu aktivitas ekonomi global. Setelah enam hari, kapal tersebut
akhirnya dapat diselamatkan dan aktivitas transportasi di Terusan Suez
dapat berjalan dengan normal kembali. Tahukah kalian, fenomena alam
apa yang membantu proses penyelamatan kapal tersebut? Fenomena alam

tersebut adalah gelombang pasang surut air laut.

Gelombang pasang terjadi karena adanya gaya gravitasi yang disebabkan
oleh bulan dan matahari. Gaya gravitasi tersebut dapat menarik perairan
sehingga permukaan airnya lebih tinggi dari biasanya. Kejadian alam ini
menyebabkan perairan di belahan dunia lain menjadi surut. Karena setiap
waktunya bulan berevolusi mengelilingi bumi, ketinggian permukaan
di suatu perairan juga mengalami pasang surut secara periodik. Sebagai
ilustrasi, Gambar 5.15 berikut menyajikan ketinggian permukaan perairan di
Port Said (ujung utara Terusan Suez) ketika kapal Ever Given diselamatkan.
Data yang digunakan pada Gambar 5.17 tersebut diperoleh dari situs web

pasanglaut.com.
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Ketinggian (m)
2 —_—

17— 09.59 22.25
O _\/\/\
03.37 15.58
LI L L I I Y I Y L LN Waktu
00.00 06.00 12.00 18.00 24.00

Gambar 5.17 Ketinggian Permukaan Air Laut di Port Said

Apakah kalian familier dengan pola ketinggian permukaan air yang
ditunjukkan pada Gambar 5.15? Pola tersebut memiliki ketinggian maksimum
dan minimum secara periodik. Hal ini mirip dengan karakteristik fungsi sinus
dan cosinus yang kalian pelajari di subbab ini. Oleh karena itu, kedua fungsi
ini sangat bermanfaat untuk memodelkan fenomena pasang surut air laut.
e A A A A A A A A
Setelah kalian membaca penggunaan fungsi trigonometri dalam Matematika

dan Sains di atas, sekarang cermati Contoh 5.4 berikut.

Contoh 5.4

Penerapan Fungsi Trigonometri

Pada suatu hari, ketinggian permukaan air Teluk Kupang 0,4 m di atas
rata-rata permukaan airnya ketika pasang dan menjadi 0,4 di bawah rata-
rata ketika surut. Pada hari itu, teluk ini mengalami dua kali pasang dan
dua kali surut. Pada pukul 00.00, ketinggian permukaan air pada teluk
ini sama dengan ketinggian rata-ratanya. Grafik ketinggian (dalam m)
permukaan air Teluk Kupang tersebut setiap x jam setelah pukul 00.00
digambarkan pada Gambar 5.18 berikut.
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3 WZ 15 1W4
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Gambar 5.18 Ketinggian Permukaan Air Teluk Kupang
a). Carilah fungsi y = a sin bx yang memodelkan ketinggian permukaan air

Teluk Kupang setiap waktunya.

b). Dengan menggunakan fungsi pada bagian (a), perkirakan ketinggian

permukaan air teluk tersebut pada pukul 16.00.

Alternatif Penyelesaian

a). Berdasarkan informasi dari soal dan grafik pada Gambar 5.18, kita dapat
melihat bahwa amplitudo fungsi adalah 0,4 dan periodenya adalah 12.
Dengan demikian, fungsi yang memodelkan ketinggian air Teluk Kupang

setiap waktunya adalah sebagai berikut.

b4
=0,4sin| —x
g (6 j

b). Dengan mensubstitusikan x = 16, kita memperoleh nilai fungsi sebagai
berikut.

8 1 1
y =0,4sin£%-16j =0,4sin[g7rj =0,4(5\/§ng\/§ ~0,35

Jadi, ketinggian permukaan air Teluk Kupang pada pukul 16.00 adalah sekitar

0,35 m di atas tinggi rata-ratanya.

Ketika bulan sabit di awal Juni 2021, selisih ketinggian antara permukaan

air pasang dan surut laut Kota Ambon adalah 0,9 m. Pada saat itu, pasang
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laut terjadi tengah malam, yaitu pukul 00.00, dan tengah hari, yaitu pukul
12.00. Ketinggian permukaan laut terhadap ketinggian rata-rata setiap x jam

setelah tengah malam direpresentasikan pada Gambar 5.19 berikut.

y

\/\/ x
W 12 1W1 24

_0,5 +4

0,5 7

Gambar 5.19 Ketinggian Permukaan Air Laut Kota Ambon

a). Tentukan fungsi y = a cos bx yang grafiknya ditunjukkan pada Gambar 5.19.

b). Perkirakan ketinggian permukaan laut di Kota Ambon pada pukul 07.00.
NSRS RR R R
Ketinggian permukaan air Teluk Kupang pada Contoh 5.4 diukur dari
ketinggian rata-rata permukaan airnya. Tahukah kalian bahwa ada cara lain
melakukannya? Cara lain untuk mengukur ketinggian tersebut adalah
menggunakan surutan peta. Surutan peta ini merupakan permukaan
terendah massa air yang digunakan sebagai acuan dalam pengukuran
kedalaman di peta. Jika acuan pengukurannya menggunakan surutan peta,

ketinggian permukaan Teluk Kupang ditunjukkan pada Gambar 5.20 berikut.

-0,5

Gambar 5.20 Ketinggian Permukaan Air Teluk Kupang terhadap Surutan Peta
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Grafik yang ditunjukkan pada Gambar 5.20 tersebut memiliki persamaan

fungsi ¥ =0,4sin(Zx)+1,1. Garis putus-putus pada gambar 5.20 disebut garis
tengah dari fungsi trigonometri tersebut. Garis tengah tersebut memiliki

persamaan y = 1,1. Jika kalian cermati persamaan garis tengah ini, apakah ada

hubungannya dengan persamaan fungsi trigonometri y =0,4sin(Zx)+1,1?

Garis Tengah

Fungsi trigonometri yang berbentuk y = a sin(bx) + ¢, y = a cos(bx) + ¢, dan y

= a tan(bx) + ¢ memiliki garis tengah dengan persamaan y = c.

Garis tengah yang dipaparkan pada Sifat 5.4 tersebut berguna untuk

mensketsa atau menganalisis grafik fungsi-fungsi trigonometri.

Fungsi Trigonometri

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau Salah. Jika sudut 6 berada dalam posisi baku dan sisi akhirnya
melalui titik (-2, 5), maka nilai tan 6 = -2/5.

Benar atau Salah. Jika nilai sin € = 1/3, maka 6 berada pada kuadran 1.
Untuk sebarang sudut 6,1 - sin* 0= ...

Periode grafik fungsi y = tan x adalah ...

SANE Sl

Grafik fungsi y = a sin bx memiliki amplitudo . .. dan periode .. ..

Penerapan Konsep
6. Titik Pdan titik Qberada pada lingkaran satuan seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 5.21.
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Gambar 5.21 Titik P dan Q pada Lingkaran Satuan
Tentukan koordinat titik P dan titik Q tersebut.

7. Tentukan nilai sin(-30°), cos 225°, dan tan 870°.
8. Jika 2 <@ <27 dan tan 0 = -3, tentukan nilai sin 6 dan cos ©.

9. Buktikan bahwa cos@(

—cos@j =sin’6 .

COS
10. Tentukan amplitudo, jika ada, dan periode fungsi-fungsi berikut,
kemudian sketsalah grafiknya.

a). ¥ =3C08X
b). y= tan(l”—0 x)
11. Togar dan Dona menggambar grafik fungsi y =2cos(2x) dan hasilnya

diperlihatkan pada Gambar 5.22. Siapakah yang paling tepat? Jelaskan
alasannya.

s S

/4 2r x / 0
_1 + —l 4

Togar Dona

Gambar 5.22 Hasil Pengerjaan Togar dan Dona
12. Sebuah pelampung pendanda di suatu pantai bergerak naik turun
mengikuti ombak. Jarak antara posisi tertinggi dan terendah pelampung
tersebut adalah 1,6 m. Pelampung tersebut bergerak dari posisi tertinggi
ke posisi terendah setiap 4 detik.
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13.

14.

a). Anggap bahwa, ketika 0 detik, posisi awal pelampung tersebut tepat
di tengah-tengah, kemudian bergerak ke atas menuju titik tertinggi.
Carilah fungsi yang memodelkan ketinggian pelampung tersebut

setiap detiknya.
b). Sketsalah grafik dari fungsi yang diperoleh di bagian (a).

c). Tentukan posisi pelampung tersebut 9 detik setelah posisi awalnya.

Sebuah kincir ria berdiameter 50 m dan membutuhkan waktu 15 menit
untuk berputar satu putaran. Putaran kincir ria ini berlawanan arah
putaran jarum jam.

a). Jika seseorang mula-mula berada di puncak kincir ria tersebut,
nyatakan ketinggian orang tersebut terhadap titik pusat kincir ria

itu setiap menitnya.

b). Tentukan ketinggian orang tersebut ketika kincir ria berputar selama

10 menit.

c). Jika titik pusat kincir ria tersebut berada 27 m di atas permukaan
tanah, modelkan ketinggian orang tersebut relatif terhadap
permukaan tanah setiap menitnya.

Seseorang naik kincir ria. Ketinggian (dalam m) orang tersebut terhadap
permukaan tanah setiap menitnya dapat dirumuskan sebagai berikut.

h(t) =24 + 22 sin(%tj

a). Berapakah diameter kincir ria tersebut?

b). Berapa lamakah waktu yang diperlukan kincir ria tersebut untuk
menempuh satu putaran?

c). Jika kincir ria tersebut berputar berkali-kali, sebutkan tiga waktu
yang berbeda ketika orang tersebut berada di titik tertinggi kincir

ria itu.
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B. Fungsi Logaritma )

Mengapa kita harus selalu di rumah selama pandemi Covid-19?
Tepat tanggal 2 Maret 2020, Presiden
Joko Widodo mengumumkan ter-

konfirmasi dua orang terpapar

\4
‘\‘:‘“\“\\\\ Covid-19. Sejak saat itu, pembatasan

o

kegiatan di luar rumah secara besar-

besaran diberlakukan. Tujuannya

Gambar 5.23. Infografik Virus Covid-19 untuk menekan penyebaran virus
Covid-19 yang berkembang dengan pesat. Pemerintah terus berupaya untuk
menekan penyebaran Covid-19 dengan mengimbau setiap orang untuk bisa
menjaga jarak ketika berinteraksi dan selalu menjaga protokol kesehatan
saat keluar rumah. Mungkin banyak yang bertanya, mengapa harus menjaga
jarak saat berinteraksi dengan orang lain? Mengapa harus tetap berada di
rumah dan tidak berpergian untuk hal yang tidak penting? Bagaimana
penyebaran virus Covid-19 itu sebenarnya? Fungsi logaritma yang akan
kita bahas pada subbab ini dapat digunakan untuk memberikan sebagian
jawaban dari pertanyaan tersebut. Untuk itu, mari, pelajari subbab ini dengan

sungguh-sungguh.

1. Konsep Fungsi Logaritma

Di kelas X, kalian telah mempelajari tentang fungsi eksponensial dan bentuk
logaritma. Logaritma dianggap sebagai balikan dari bentuk eksponensial.
Seperti yang telah kalian ketahui, bahwa fungsi eksponensial telah banyak
diaplikasikan dalam berbagai hal di antaranya pemodelan pertumbuhan
bakteri. Pada subbab ini, kita akan mempelajari pemodelan dari fungsi
logaritma. Namun, sebelum itu, mari, kalian kerjakan aktivitas eksplorasi
berikut.
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N
4Q Eksplorasi

Penyebaran Virus Covid-19

Misalkan, virus Covid-19 akan menular setiap 2 orang bertemu jika salah
seorang di antaranya sudah terpapar Covid-19. Jika pada tanggal 2 Maret 2020
terdapat 2 orang yang terpapar Covid-19 di Indonesia dan dalam 60 hari kasus
terkonfirmasi terpapar Covid-19 sebanyak 10.118 orang. Dari pemodelan

yang menggunakan fungsi eksponensial, diperoleh banyaknya orang yang

terpapar Covid-19 setiap saat waktu tadalah P(¢)= 26%ln(5059) .

Gunakan fungsi tersebut untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan
berikut.

1. Berapakah waktu yang diperkirakan akan ada 50.000 orang yang
terinveksi virus Covid-19?

2. Dapatkah kalian membuat suatu fungsi yang memodelkan waktu
yang dibutuhkan terhadap banyaknya orang yang terpapar Covid-19?
Bagaimana fungsinya?

e A A A A A

Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah melihat bahwa perlu suatu

fungsi yang “membalik” apa yang dilakukan oleh pemodelan fungsi

eksponensial. Fungsi balikan demikian dinamakan fungsi logaritma. Karena
bentuk logaritma merupakan balikan (invers) dari bentuk eksponensial,
fungsi logaritma merupakan invers dari fungsi eksponensial. Secara umum,

pendefinisian fungsi logaritma dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 5.2

Notasi Fungsi Logaritma

Misalkan b adalah bilangan positif dengan b#1. Fungsi logaritma dengan

basis b dinotasikan dengan "log dan dinyatakan sebagai
f(x)="logx untuk setiap x > 0.

Pada beberapa buku lainnya, fungsi logaritma mungkin saja dinotasikan

dalam bentuk f(x) = log,x . Namun, dalam buku ini, kita akan menggunakan
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bentuk f(x)="logx untuk menyatakan fungsi logaritma. Fungsi logaritma
yang basisnya 10 disebut fungsi logaritma umum. Untuk menuliskan

logaritma umum, kita dapat menghilangkan basisnya, misalkan
1og 100 = log 100.

Adapun logaritma dengan basis e dengan nilai e mendekati 2,7183 disebut

fungsi logaritma alami dan dinotasikan dengan f(x) = In x, yaitu
In x = ‘log x.
Di kelas X, kalian telah mempelajari keterkaitan antara bentuk
eksponensial dan logaritma, yakni sebagai berikut
y="logx = x=b"

Keterkaitan tersebut akan banyak dimanfaatkan dalam membahas
keterkaitan antara fungsi logaritma dan fungsi eksponensial. Untuk lebih

memahami fungsi logaritma, perhatikan contoh berikut.

Contoh 5.5

Fungsi Logaritma

Diberikan fungsi logaritma f(x)= °logx. Tentukan nilai dari
(@) /(3 (b) f(81)

Alternatif Penyelesaian
Kita dapat menyelesaikan soal ini dengan menggunakan definisi fungsi

logaritma, yaitu "log x = y berarti b’ = x.
a). /(3)="log3 =1karena 3'=3.

b). f(81)="log 81 = 4 karena 3* = 81.
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Diberikan fungsi logaritma f(x) = “log x . Tentukan nilai dari
1 1
@ 5) o A5)

Kalian telah mempelajari bentuk dari fungsi logaritma. Selanjutnya, kalian

akan mempelajari bagaimana karakteristik dari fungsi logaritma.
Karakteristik fungsi logaritma dapat diketahui dengan mudah jika kita
menggambar grafiknya. Untuk itu, kegiatan eksplorasi berikut mengajak

kalian untuk menggambar grafik fungsi logaritma dengan plot titik-titik.

K]
4Q Eksplorasi

Grafik Fungsi Logaritma
Tujuan kegiatan eksplorasi ini ialah untuk menggambar grafik fungsi
logaritma. Dengan demikian, kalian akan mengetahui karakteristik fungsi

tersebut. Fungsi yang akan kita gambar grafiknya ialah
f() = "log x
Untuk menggambar grafik fungsi tersebut, lakukan langkah-langkah berikut.

1. Lengkapi tabel berikut, yaitu untuk setiap nilai x yang diberikan pada
baris pertama, tentukan nilai f(x) pada baris kedua.

1 1 1
x 3 4 5 1 2 4 8

fix)

2. Berdasarkan langkah 1, titik-titik f (x) untuk nilai x yang diberikan
adalah...
3. Plotlah titik-titik yang kalian temukan pada langkah 2 di Gambar 5.24
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24

-31

Gambar 5.24 Bidang Koordinat
4. Berdasarkan informasi yang kalian peroleh pada langkah 2 dan 3,
sketsalah grafik fungsi f(x) = *log x pada bidang koordinat di Gambar
5.24
5. Amati kembali grafik fungsi logaritma yang baru saja kalian gambar.

Bagaimana karakteristiknya?
T S N s |

Di kegiatan eksplorasi sebelumnya, kalian telah menggambar grafik fungsi
logaritma dengan basis lebih dari 1. Pada Contoh 5.6 berikut, kalian akan

berlatih menggambar grafik fungsi logaritma dengan basis di antara 0 dan 1.

Contoh 5.6

Menggambar Grafik Fungsi Logaritma
Sketsalah grafik fungsi f(x) = "logx.

Alternatif Penyelesaian

Kita akan mensketsa grafik fungsi f (x) = *log x dengan terlebih dahulu
membuat tabel nilai-nilai fungsi f (x) untuk x yang diberikan. Agar lebih
mudah untuk mengambar grafik fungsi logaritma, kita pilih nilai-nilai x

sehingga nilai dari f(x) bilangan bulat.

by 3’ 3? 3 1 3 32 37

fix) -3 -2 -1 0 1 2 3

Selanjutnya, gambar titik-titik yang dihasilkan pada tabel tersebut dan
hubungkan titik-titik tersebut dengan kurva halus untuk mendapatkan

grafik fseperti yang diperlihatkan pada gambar 5.25.
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Gambar 5.25 Grafik Fungsi f(x) = *log x

Sketsalah grafik fungsi f(x) = *log x.
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Sampai di sini, kalian telah mempelajari cara menggambar grafik dari fungsi
logaritma untuk basis lebih dari 1 dan basis di antara 0 dan 1. Grafik fungsi
logaritma dengan basis lebih dari 1 mempunyai beberapa kesamaan dan
beberapa perbedaan dengan grafik fungsi logaritma dengan basis berada di
antara 0 dan 1. Perbedaan dan persamaan kedua grafik fungsi tersebut jika

dilihat dari gambar grafiknya dapat dinyatakan dalam sifat berikut.

Karakteristik Fungsi Logaritma

XA X A
S(x)="logx
a>1

g(x)=“logx
O<ax<l

(1,0)

0 (1,0) v

Gambar 5.26 Grafik Fungsi Logaritma
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Misalkan, diberikan fungsi f(x)=“logx untuk a > 1 dan g(x)=“logx
untuk 0 < a < 1. Berdasarkan ilustrasi grafik fungsi di atas pada Gambar
5.26 diperoleh persamaan karakteristik dari fdan g sebagai berikut.

a). Daerah asal fdan g adalah himpunan semua bilangan real positif.

b). Daerah hasil fdan g adalah himpunan semua bilangan real.

c). Fungsi fdan g grafiknya memotong sumbu -X di titik (1, 0), tetapi
tidak memotong sumbu -Y.

d). Grafik fungsi f dan g mendekati, tetapi tidak menyentuh sumbu -Y.
Dengan demikian, sumbu -Y (atau x = 0) merupakan asimtot tegak
dari fdan g.

Perbedaan karakteristik fungsi fdan g, yakni f adalah fungsi monoton

naik, sedangkan fungsi g monoton turun.

Dari Contoh 5.6 sebelumnya, kalian telah melihat grafik fungsi logaritma.
Untuk melakukan penyelidikan lebih jauh tentang grafik fungsi logaritma,

kunjungi tautan aktivitas interaktif berikut.

Aktivitas Interaktif

Kunjungi aktivitas interaktif ini untuk mempelajari apa

saja sifat fungsi logaritma. Pindailah kode batang atau
tautan berikut.

https://www.desmos.com/calculator/b88kfy2b3c

2. ldentitas Fungsi Logaritma

Pada bagian sebelumnya, kalian telah mempelajari karakteristik dari fungsi
logaritma. Di bagian ini, akan diulang kembali sifat-sifat dari logaritma yang
telah kalian pelajari di kelas X. Untuk lebih memahami identitas fungsi

logaritma, mari, kerjakan eksplorasi berikut.
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N
4Q Eksplorasi

Sifat Logaritma

Tujuan kegiatan eksplorasi ini ialah untuk memperlihatkan kembali sifat-
sifat logaritma yang telah kalian pelajari kelas X. Untuk melakukannya, ikuti
langkah-langkah berikut.

1. Dapatkah kalian menuliskan bentuk yang setara dari logaritma “log(MN)
dengan memanfaatkan identitas perkalian eksponen, yakni b™ - b" = b™*
" dan definisi logaritma?

2. Dapatkah kalian menuliskan bentuk yang setara dari logaritma ” log(%j

m

dengan memanfaatkan pembagian eksponen, yakni o b"™™" untuk b#0?

3. Dapatkah kalian menuliskan bentuk yang setara dari logaritma “log(M?)
dengan memanfaatkan identitas eksponen (b™)" = b™?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya yang dilakukan, diperoleh identitas

logaritma sebagai berikut.

Misalkan, b adalah bilangan positif dengan b # 1. Misalkan, M, N, dan p
sebarang bilangan real dengan M > 0 dan N > 0.

L "log(MN)="logM +"log N

2. blog(ﬂjz "logM —"log N
N

3. blog(M")zp”logM

Selain itu, terdapat beberapa identitas logaritma yang telah kalian ketahui di

kelas X, yakni sebagai berikut.
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Sifat 5.7

Identitas Logaritma

Misalkan, a dan b adalah bilangan positif dengan a, b # 1. Misalkan, M, N, dan
p sebarang bilangan real dengan M > 0 dan N > 0.

“log M

“logb
2. Jika "logM ="logN, maka M= N.

1. "logM=

3. Jika b>1 dan “logM < "log N, maka M < N..
4. Jika a<b<1dan "logM < "logN,maka M > N.

Kalian sudah mengetahui sifat-sifat dari fungsi logaritma. Untuk memahami

lebih dalam sifat-sifat tersebut, amati contoh berikut.

Contoh 5.7

Identitas Fungsi Logaritma

Dengan memanfaatkan identitas fungsi logaritma, selesaikan soal berikut.

a). Jika f(x)=logx maka tentukan nilai y sehingga f(80)+ f(y)=4.

b). Jika f(x)="logx dan nilai dari f(5)~1,46, tentukan f(75).
Alternatif Penyelesaian

a). Karena f(80)+ f(y)= f(80y)=1og80y =4, diperoleh 80y=10*. Akibatnya,

b). f(75)="log75="log3x25="log3+ *log5* ~ 1+ 2(1,46) = 3,92

Dengan memanfaatkan identitas fungsi logaritma, selesaikan soal berikut.
a). Jika f(x)=Inx maka tentukan nilai y sehingga f(80)+ f(y)=4

b). Jika f(x)=?logx dan nilai dari f(3)=0,63, tentukan f(18).
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EV |i' Mari Mengomunikasikan
= ( 1¢

Kalian telah mengetahui beberapa identitas fungsi logaritma. Berikan

pendapat kalian, bagaimana identitas pada Sifat 5.7 berikut berlaku?
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Pemodelan Fungsi Logaritma

Di awal subbab, kalian telah melakukan suatu aktivitas eksplorasi yang
menarik. Eksplorasi yang menuntun kita untuk memahami pentingnya
belajar logaritma. Fungsi logaritma banyak dimanfaatkan dalam berbagai
penerapan kehidupan sehari-hari. Salah satu kegunaannya ialah memprediksi

penyebaran virus Covid-19, seperti pada contoh berikut.

Contoh 5.8

Penyebaran Virus Covid-19

Pada pengantar subbab ini, sudah dijelaskan bahwa dalam upaya untuk
menekan penyebaran virus Covid-19, setiap orang diharapkan membatasi
interaksi secara langsung dengan orang lain. Mengapa? Misalkan, virus
Covid-19 akan mampu membelah diri dalam setiap 30 menit di tenggorokan
orang yang terinfeksi Covid-19. Jika awalnya terdapat 2 virus Covid-19,
lama waktu t(dalam jam) yang dibutuhkan virus Covid-19 untuk menjadi
sebanyak N ditentukan dengan rumus berikut.
,_ log(N /2y
log2
Berapa lama waktu yang dibutuhkan virus Covid-19 untuk berkembang

menjadi satu juta virus?

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan bahwa waktu yang dibutuhkan untuk virus Covid-19 menjadi

sebanyak satu juta virus Covid-19 adalah

L 10g(1.000.000/2)* _ 1og(500.000)*

2°10g500.000 = 2(19) =38 jam.
log2 log?2
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Jadi, dalam waktu 38 jam, virus Covid-19 akan berkembang menjadi 1 juta
virus. Agar dapat menekan penyebaran virus Covid-19, kalian harus tetap

selalu berada di rumabh.

Dengan memanfaatkan bentuk model fungsilogaritma tentang pertumbuhan
virus Covid-19 pada Contoh 5.8, berapa banyak virus Covid-19 dalam waktu
30 hari?

éb Matematika dan Sains

Kekuatan Kata Sandi
Pada Bab III, kalian telah belajar bagaimana cara membuat kata sandi dengan
memanfaatkan matriks. Namun, seberapa kuatkah kata sandi yang dibuat

tersebut?

Kekuatan suatu kata sandi diukur dari ukuran efektivitas kata sandi
terhadap serangan tebak-tebakan atau brute force. Brute forceadalah perkiraan
berapa banyak percobaan yang dibutuhkan seseorang yang tidak memiliki
akses langsung ke kata sandi tersebut dan rata-rata untuk menebaknya

dengan benar suatu kata sandi tersebut.

Kata sandi acak terdiri atas serangkaian simbol dengan panjang tertentu.
Simbol tersebut diambil dari kumpulan simbol-simbol menggunakan proses
pemilihan acak di mana setiap simbol memiliki kemungkinan yang sama

untuk terpilih.

Sebuah sandi yang dihasilkan oleh proses yang secara acak dalam
pemilihan string simbol dengan panjang L dari sekumpulan N simbol
yang mungkin, maka jumlah kemungkinan kata sandi didapatkan dengan
menaikkan jumlah simbol ke pangkat L, yaitu N*. Meningkatkan L atau N
akan memperkuat kata sandi yang dihasilkan. Kekuatan kata sandi acak yang

diukur dengan entropi informasi hanyalah logaritma basis 2 dari jumlah
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kata sandi yang mungkin. Asumsi setiap simbol dalam kata sandi dihasilkan
secara independen. Jadi, entropi informasi sandi acak, H, diberikan oleh
rumus:
logN
log2

N adalah jumlah simbol yang mungkin dan L adalah jumlah simbol
dalam kata sandi dan H diukur dalam bit.

H="’logN"=L%logN=L

Makin besar nilai dari entropi (H), akan makin kuat kata santi tersebut.
Misalnya, kata sandi dengan entropi 4 bit akan membutuhkan 2*(16)
percobaan untuk menghabiskan semua kemungkinan tebak-tebakkan

pencarian kata sandi tersebut.

Sumber https://en.wikipedia.org/wiki/Password_strength
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Contoh 5.9

Kekuatan Kata Sandi

Sebuah kata sandi yang terdiri atas 3 angka yang dipilih dari 0, 1, 2, 3,

4,5, 6,7, 8, 9 akan dibentuk. Berapa besar entropi kata sandi tersebut?
Berapa banyak percobaan yang dibutuhkan untuk menghabiskan semua

kemungkinan pencarian kata sandi tersebut?

Alternatif Penyelesaian

Karena simbol yang tersedia ada 10 (N = 10) dan panjang kata sandi terdiri
log10
log?2
bit. Dengan demikian, banyaknya percarian yang dibutuhkan untuk

atas 3 angka (L=3), entropi dari kata sandi tersebut adalah H =2 = 6,644

menghabiskan semua kemungkinan adalah 2¢=99,7~100 percobaan.

Sebuah kata sandi yang terdiri atas tiga huruf akan dibentuk. Berapa besar
entropi kata sandi tersebut? Berapa banyak percobaan yang dibutuhkan

untuk menghabiskan semua kemungkinan pencarian kata sandi tersebut?
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Sekarang, kita akan melihat pemodelan dari fungsi logaritma yang

dimanfaatkan dalam bidang lainnya. Pemodelan fungsi logaritma juga

dimanfaatkan dalam menentukan besarnya kekuatan suatu gempa. Dalam

skala Richter, besarnya gempa bumi dengan intensitas I dapat ditentukan
dengan rumus berikut.

I

R= logI—

0

dengan ] adalah intensitas dari suatu gempa yang hampir tidak terasa (tingkat
nol). Untuk lebih memahami bagaimana pemodelan suatu fungsi logaritma

dalam menentukan kekuatan suatu gempa, perhatikan contoh berikut.

Contoh 5.10

Skala Richter
Gempa bumi yang terjadi di Haiti pada tahun 2010 memiliki intensitas

107 dibandingkan gempa bumi tingkat nol. Berapa skala Richer kekuatan

gempa tersebut?

Alternatif Penyelesaian
Karena intensitas gempanya 107 kali daripada gempa tingkat nol, maka I =

107 . Dengan demikian,

Rumus besar gempa bumi dalam skala

I, Richter
_1og 100 Substitusi I d I
g I, ubstitusi / dengan [/
=log10’

= Sifat dasar logaritma “log a* = x

Jadi, gempa bumi di Haiti pada tahun 2010 tersebut memiliki kekuatan 7
skala Richter.

Gempa bumi yang mengakibatkan tsunami di Samudra Hindia pada tanggal
26 Desember 2004 memiliki intensitas 10°? kali dibandingkan gempa bumi

tingkat nol. Berapa skala Richter besar gempa tersebut?

MMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




Fungsi logaritma dengan basis e (logaritma alami) yang telah kalian ketahui
sebelumnya juga dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan
di sekitar kita, salah satunya permasalahan pengisian daya baterai. Jika
C, adalah daya maksimum yang dapat disimpan oleh suatu baterai dan k
adalah konstanta positif yang bergantung pada baterai tersebut dan pengisi
dayanya, lamanya waktu (dalam menit) yang diperlukan untuk mengisi daya

baterai tersebut dapat ditentukan dengan rumus berikut.

1 C
t=——In| 1-—
k [ COJ

Gunakan rumus ini untuk menyelesaikan permasalahan dalam Contoh 5.11
berikut.

Contoh 5.11

Mengisi Daya Baterai

Tentukan waktu yang diperlukan untuk mengisi daya baterai yang

dayanya kosong menjadi 90% penuh. Anggap k = 0,02.

Alternatif Penyelesaian
Karena baterai tersebut akan diisi dayanya sampai 90% penuh, maka C =
90%C, = 0,9C,. Dengan demikian,

1 C Rumus waktu pengisian daya
t =—;ln 1-— baterai
0
-1 1—% Substitusi C = 0,9C, dan k = 0,02
0.02 C ubstitusi C = 0,9C dan k =0,
=-50In(1-0,9)
=-50In0,1
~115,13 Hitung dengan kalkulator

Jadi, waktu pengisian daya tersebut ialah sekitar 115 menit.
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Berapa menit waktu yang diperlukan untuk mengisi daya baterai yang
sepenuhnya kosong agar baterai tersebut menjadi 80% penuh? Anggap k =
0,025.
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Selain untuk pemodelan pertumbuhan, fungsi logaritma juga digunakan

untuk pemodelan peluruhan/penurunan dengan formula
H(t) = ce"
dengan H (1) nilai pada saat waktu .

Untuk lebih memahami bagaimana pemodelan suatu fungsi logaritma

terhadap penurunan suatu nilai, perhatikan contoh berikut.

Contoh 5.12

Harga Jual Mobil
Pada setiap saat, harga sebuah mobil setelah digunakan tidak sebanding

dengan harga saat itu. Jika harga mobil baru adalah 200 juta rupiah dan
setelah 5 tahun menjadi 100 juta rupiah, tentukan harga mobil setelah 10
tahun digunakan.

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan bahwa H (0)=200 juta dan H (5)=100 juta. Akibatnya, diperoleh
H(0) =200, maka 200 = ce’ =c.
H(5)= 100 maka 100 = 200¢"”. Akibatnya, ¢" = % dan 4k = ln%.
Dari hasil tersebut, diperoleh harga mobil setiap saat t adalah
H(t) = 200" = 200¢" 1™

Jadi, harga mobil setelah 10 tahun  digunakan adalah
H(10) = 200e™"'"™"? = 35 46, yaitu sekitar Rp35 juta.

IjﬂMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




Setelah berapa tahun penggunaan mobil tersebut tidak akan mempunyai

nilai jual lagi?
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Fungsi Logaritma

Kerjakan latihan berikut dengan benar

Pemahaman Konsep

1. Fungsi f(x) = Inx memiliki daerah asal . .. dan daerah hasil . ...

2. Fungsilogaritma f(x) = °log x memiliki basis . . . . Dengan demikian, f(1)
=...,f(5=...,dan f(25)=....

3. Sketsalah grafik fungsi g(x)= ( *log x) +1. Tentukan daerah asal, daerah
hasil, dan asimtot tegaknya.

4. Logaritma hasil bagi dari dua bilangan sama dengan . .. dari logaritma
kedua bilangan tersebut. Oleh karena itu, ° 10g(&313) =....

5. Benar atau Salah. Jika "logM < "logN, makaM < N .

Penerapan Konsep

6. Membandingkan Intensitas Gempa. Tanggal 26 Desember 2004,
terjadi gempa bumi di lepas pantai Aceh dengan kekuatan 9,3 skala
Richter. Sekitar 13 tahun berikutnya, Tasikmalaya juga diguncang gempa
bumi dengan kekuatan 7,3 skala Richter. Berapa kali lipat intensitas
gempa bumi yang terjadi di Tasikmalaya dibandingkan dengan gempa
yang terjadi di Aceh?

7. PH Jus Jeruk. Jika segelas jus jeruk mempunyai ion hidrogennya
107", tentukan nilai pH jus jeruk tersebut.

8. Tekanan Atmosfer. Karena pengaruh gravitasi, molekul udara lebih
banyak berada di permukaan bumi daripada di tempat yang tinggi.
Akibatnya, tekanan udara akan terus berkurang seiring makin tingginya
suatu tempat. Hubungan antara tekanan udara P (dalam kPa) dan
ketinggian h (dalam km) dapat dimodelkan sebagai berikut.

)
In| — |=-2
100 7
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Puncak Jayawijaya memiliki ketinggian 4.884 km di atas permukaan laut.

Dengan rumus tersebut, prediksilah tekanan udara di daerah tersebut.

9. Batas Aman Tekanan Atmosfer. Menurut Harry George Armstrong,
daerah yang cocok terhadap tubuh manusia adalah daerah dengan
ketinggian maksimum 14,9 km di atas permukaan laut. Berapa tekanan
atmosfer yang masih dapat diterima manusia?

10. Perkembangbiakan Bakteri. Suatu jenis bakteri membelah diri setiap
2 jam. Jika sebuah koloni bakteri tersebut awalnya terdiri atas 50 bakteri,
waktu t (dalam jam) yang diperlukan agar banyaknya bakteri tersebut
menjadi N dapat ditentukan dengan rumus berikut.

_,log (N/50)
log2

Tentukan waktu yang diperlukan agar dalam koloni tersebut terdapat

satu juta bakteri.

C. Fungsi Aljabar )

Kalian telah mempelajari fungsi linear dan fungsi kuadrat pada kelas X.
Pada subbab, ini kita akan mempelajari fungsi aljabar lainnya, yaitu fungsi

rasional dan fungsi akar.

1. Fungsi Rasional
Untuk memahami konsep fungsi rasional, perhatikan ilustrasi permasalahan
berikut.

Petrus akan membuat kandang berbentuk persegi panjang seluas 425m?
untuk ayam peliharaannya. Kandang tersebut akan dipagari dengan kawat

harmonika dan akan pasang pintu dengan lebar 1 m seperti pada Gambar 5.27.
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Gambar 5.27 Desain Kandang Ayam

Untuk memodelkan permasalahan tersebut, kalian dapat memperhatikan

penjelasan berikut ini.

Kandang ayam yang akan dibuat berbentuk persegi panjang dengan
luas 425m?* Karena yang diketahui adalah luas kandang, langkah awal yang
dilakukan adalah memodelkan permasalahan dengan menggunakan rumus
luas persegi panjang untuk menentukan hubungan panjang (p) dan lebar (I)

kandang.

425
p

L=p><l:>l=£
p

Pemasangan kawat harmonika merupakan permasalahan keliling

sehingga keliling persegi panjang (k) dinyatakan sebagai fungsi terhadap
variabel p (atau boleh juga I).

k=k(p)=1+2p-1

425
=2 12p-1
p

_425+42p°—p
p

Fungsi k(p) tersebut merupakan fungsi rasional.

Fungsi rasional dapat kita ungkapkan sebagai hasil bagi dari dua fungsi

polinomial. Secara umum, fungsi rasional dapat didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 5.3

Fungsi Rasional
Jika P(x) dan Q(x) adalah fungsi polinomial dan f(X)=% dengan

Q(x)#0, maka f (x) merupakan fungsi rasional.

Catatan: Selain yang telah dideskripsikan pada Definisi 5.3, kita asumsikan
bahwa P(x) dan Q(x) tidak memiliki faktor persekutuan.

Daerah asal fungsi rasional mencakup himpunan bilangan real yang
tidak menyebabkan penyebut bernilai nol. Daerah asal sering disebut
domain. Cara menentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi rasional dapat
kita lihat pada Contoh 5.13.

Contoh 5.13

Menentukan Daerah Asal dan Daerah Hasil Fungsi Rasional

Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi f(x) = ﬁ :

Alternatif Penyelesaian

Daerah asal fungsi rasional f adalah himpunan semua bilangan real yang
tidak membuat penyebutnya sama dengan nol. Untuk menentukan daerah
asal fungsi f, hal pertama yang dilakukan adalah menemukan pembuat nol

dari fungsi x -1.

x-1 =0 pembuat nol x -1

x =1 jumlahkan dengan 1

Karena pembuat nol dari fungsi x -1 adalah 1, daerah asal fungsi

rasional fadalah himpunan semua bilangan real kecuali 1 atau dapat ditulis
Dy ={x|x¢1,xeR}.

Menentukan daerah hasil fungsi fadalah sebagai berikut.

1
Pertama, kita tulis ¥ = Y1 kemudian kita selesaikan untuk x.
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y =—— persamaan fungsi rasional

x—1
y(x-1) =1 kalikan dengan x-1
xy-y =1 sifat distributif
xy =y+l1 jumlahkan dengan y
x = yrl bagi dengan y
y

= 2% tidak terdefinisi ketika y = 0. Maka, daerah hasil fungsi f(x)= L

y x—1
adalah R, :{y|y #0,y ER} )

Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi g(x) =

4x*

xz—
e s~~~

Perhatikan grafik f(x)= x—f berikut.
x—

y

g

N
Iy
w4
(=)}
N
(o)

» Dari Gambar 5.28, dapat kita lihat bahwa:

» grafik fungsi fmemotong sumbu x di (-3,0);
» grafik fungsi f memotong sumbu y di (0,—2] ;
» grafik fungsi ftidak melewati x =2;

» jika nilai x mendekati 2 dari kiri (x <2), diperoleh:
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X

y=f()

Dari Tabel 5.2 dan grafik, terlihat bahwa ketika nilai x mendekati 2 dari

Tabel 5.2 Tabel Nilai Fungsi f jika Nilai x Mendekati 2 dari Kiri

1,9

1,99

1,999

1,9999

-49

-499

-4999

-49999

kiri, nilai y makin kecil atau mendekati negatif tak hingga.

» Jika nilai x mendekati 2 dari kanan (x > 2), diperoleh:

Tabel 5.3 Tabel Nilai Fungsi f jika Nilai x Mendekati 2 dari Kanan

X

y=f®

Dari Tabel 5.3 dan grafik, terlihat bahwa ketika nilai x mendekati 2 dari

2,1

2,01

2,001

2,0001

51

501

5001

50001

kanan, nilai y makin besar atau mendekati positif tak hingga.

Grafik fungsi fakan terus mendekat ke garis vertikal x = 2 sehingga garis

x = 2 disebut sebagai asimtot vertikal.

» jika nilai x makin besar, diperoleh:

X
y=f( 1,05

Dari Tabel 5.4 dan grafik, terlihat bahwa ketika nilai x makin besar, nilai

y akan mendekati 1.

Tabel 5.4 Tabel Nilai Fungsi f jika Nilai x Semakin Besar

100

1000

10000

100000

1,005

1,0005

1,00005

Jika nilai x makin kecil, diperoleh:

X

y=f

Dari Tabel 5.5 dan grafik, terlihat bahwa ketika nilai x makin kecil, nilai

y akan mendekati 1.

Grafik fungsi fakan terus mendekat ke garis horizontal y = 1 sehingga

garis y = 1 disebut asimtot horizontal.

Tabel 5.5 Tabel Nilai Fungsi f jika Nilai x Semakin Kecil

-100

-1000

-10000

-100000

0,95

0,995

0,9995

0,99995

Secara umum, definisi asimtot vertikal dapat kita tulis sebagai berikut.
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Definisi 5.4

Asimtot Vertikal
Jika grafik fungsi f akan terus mendekat ke garis x=a ketika nilai y
mendekati positif tak hingga atau y mendekati negatif tak hingga, garis

x =a disebut asimtot vertikal.

Selain asimtot vertikal, ada jenis asimtot lain, yaitu asimtot horizontal. Secara

umum, definisi asimtot horizontal adalah sebagai berikut.

Definisi 5.6

Asimtot Horizontal

Jika grafik fungsi f akan terus mendekat ke garis y = b ketika nilai x
mendekati positif tak hingga atau x mendekati negatif tak hingga, garis

y = b disebut asimtot horizontal.

Untuk memahami lebih baik lagi Definisi 5.4 dan 5.5, mari, kita perhatikan

contoh berikut.

Contoh 5.14

Menentukan Asimtot Vertikal dan Asimtot Horizontal

Tentukan asimtot vertikal dan asimtothorizontal dari setiap fungsiberikut.

2x +1 2
* b, e ¢ hix)= 22X 0

a. f(x)= - -

x2

Alternatif Penyelesaian

a. Penyebut x* -9 nol ketika x=+3 dan pembilang tidak memiliki faktor
kembar dengan penyebut sehingga garis x = -3 dan x = 3 adalah asimtot
vertikal fungsi f. Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau mendekati
negatif tak hingga, maka nilai f (x) mendekati nol sehingga asimtot
horizontal fungsi fadalah sumbu x.

b. Penyebut x -3 bernilai nol ketika x = 3 dan pembilang tidak memiliki
taktor kembar dengan penyebut sehingga garis x = 3 adalah asimtot
vertikal fungsi g. Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau mendekati
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negatif tak hingga, maka nilai g(x) tidak mendekati nol. Maka, kita ubah
fungsi tersebut dengan menggunakan pembagian bersusun.

2
x—3)2x+1
2x—6 _

7

Dari hasil pembagian bersusun tersebut, dapat diperoleh
7
S p—
g(x) 3

Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau mendekati negatif tak

hingga, nilai —”_ mendekati nol. Maka, fungsi g(x) akan mendekati 2

sehingga garis y =2 merupakan asimtot horizontal fungsi g.

c. Penyebut x—1 bernilai nol ketika x =1 dan pembilang tidak memiliki
faktor kembar dengan penyebut sehingga garis x=1 adalah asimtot
vertikal fungsi h. Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau mendekati
negatif tak hingga, nilai h(x) tidak mendekati nol. Maka, kita ubah fungsi
tersebut dengan menggunakan pembagian bersusun diperoleh

h(x)=x+6+—2
x—1

Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau mendekati negatif tak hingga ,

nilai

2 mendekati nol. Maka, fungsi g(x) akan mendekati x +6. Namun,

X
garis y =x+6 bukan garis horizontal. Jadi, fungsi h tidak memiliki asimtot

horizontal.

Tentukan asimtot vertikal dan asimtot horizontal dari setiap fungsi berikut.

3x 3x+7 2x% +11x +15
a. f(x)= b. g(x)= c. h(x)=——————
f x* —16 x+2 (x) x+1

Beberapa fungsi rasional tidak memiliki asimtot vertikal ataupun asimtot
horizontal, tetapi memiliki asimtot miring. Asimtot miring dapat didefinisikan

sebagai berikut.
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Definisi 5.6

Asimtot Miring

Jika grafik fungsi fakan terus mendekat ke garis y =mx +b ketika nilai x
mendekati positif tak hingga atau x mendekati negatif tak hingga, maka
garis y =mx +b disebut sebagai Asimtot Miring.

Pada Contoh 5.14 bagian c), garis y=x+6 bukan garis horizontal. Jadi,
fungsi h tidak memiliki asimtot horizontal, tetapi garis y = x + 6 merupakan

asimtot miring fungsi h.

Kalian sudah mempelajari tentang menentukan asimtot. Asimtot akan

kita gunakan untuk menggambar grafik fungsi rasional.

Contoh 5.15

Menggambar Grafik Fungsi Rasional

x+1

Gambarlah grafik fungsi rasional f(x) =

x*—4
Alternatif Penyelesaian
Untuk menggambar grafik f, dapat kita lakukan langkah-langkah berikut.

1. Titik potong fungsi dengan sumbu X dapat ditentukan dengan y = 0.
Titik potong grafik fungsi fdengan sumbu X adalah (-1,0).
2. Titik potong fungsi dengan sumbu Y dapat ditentukan dengan x = 0.

Titik potong grafik fungsi f dengan sumbu y adalah (0,—&)

3. Penyebut x*-4 bernilai nol ketika x=+2 dan pembilang tidak memiliki
faktor kembar dengan penyebut sehingga garis x =—2 dan x =2 adalah
asimtot vertikal fungsi f. Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau
mendekati negatif tak hingga, maka nilai f (x) mendekati nol sehingga
asimtot horizontal fungsi fadalah sumbu x. Kita gambar asimtot-asimtot
ini dengan menggunakan garis putus-putus.

4. Untuk memudahkan menggambar, kita dapat menentukan titik bantu
x+1

x2—4'
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x -3 -15 | -1 0 1 2,5 3 4
y=f( -0,4 | 0,29 0 -0,25 | -0,67 | 1,56 0,8 0,42

5. Gambar grafik fungsi f(x)= x2+14
i

y

1_.

-1+

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
—3—|2—1\o~1|234x
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Gambar 5.29 Grafik fungsi f(x)= :;:14
N
Z// Mari Mencoba
. . x+2
Gambarlah grafik fungsi rasional h(x)=————.
x“+4x+3

Fungsi rasional sering digunakan untuk memodelkan atau menyelesaikan

permasalahan di sekitar kita.

és Matematik dan Sains

Gaya

Dalam kehidupan sehari-hari, kalian pasti pernah mengalami atau menjumpai
kejadian di mana ketika akan berpergian, tetapi kendaraan yang dikendarai
tiba-tiba mogok. Tanpa berpikir panjang, hal yang dilakukan ialah mendorong
kendaraan tersebut sampai ke bengkel. Pada saat mendorong mobil, ternyata
ada gaya yang berlaku yaitu gaya dorong. Fungsi rasional dapat digunakan
untuk memodelkan gaya. Dengan memodelkan fungsi gaya, kalian dapat

mengetahui pengaruh besar gaya terhadap waktu.
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Salah satu penerapan fungsi rasional dapat kalian ketahui dengan melakukan

kegiatan eksplorasi berikut.

S
4@ Eksplorasi

Penerapan Fungsi Rasional

Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk memahami penerapan

fungsi rasional pada gaya. Perhatikan permasalahan berikut.

Sebuah mobil mempunyai massa 1.200 kg. Mobil tersebut berpindah
sejauh 30 m dari keadaan diam. Jika x adalah waktu (detik), untuk melihat
pengaruh waktu terhadap besarnya gaya yang dilakukan terhadap mobil
tersebut adalah sebagai berikut.

a). Tentukan fungsi fyang merupakan fungsi besar gaya.

Ingat rumus gaya:

F=ma, dengan a:% dan v =§
Keterangan
F = gaya
a = percepatan
v = kecepatan
t = waktu
m = massa
s = jarak perpindahan
b). Tentukan daerah asal fungsi f'!
c). Apakah fungsi f memiliki asimtot vertikal, horisontal, atau miring?
d). Caripasanganberurutan yang merupakan titik bantu untuk menggambar
grafik fungsi f!
e). Gambarlah grafik fungsi f!

f). Amati grafik fungsi f yang kalian gambar, kemudian interpretasikan

hasil pengamatan kalian.

Dari kegiatan eksplorasi tersebut, kalian dapat menginterpretasikan grafik

fungsi besar gaya. Pada buku ini, selain pada bidang fisika, penerapan fungsi
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rasional juga dapat kita jumpai pada bidang ekonomi, penerapan jarak,

kecepatan dan waktu, serta pada bidang olahraga.

2. Fungsi Akar
Untuk memahami konsep fungsi akar, perhatikan gambar segitiga siku-

siku berikut.

13 m

=

h
Gambar 5.30 Segitiga Siku-siku

Gambar tersebut adalah gambar segitiga siku-siku dengan sisi miringnya
13 m serta sisi penyikunya adalah v dan h. Apabila nilai A diketahui, nilai v

dapat kita hitung sebagai berikut.

Jika h =1, maka v=+13*-1° =4169-1=+/168
Jika h =2, maka v=+13*—2° =169 —4 =/165

Jika h =x, maka v =\/132 —x* =\/169—x2

Apabila v ditulis sebagai fungsi f terhadap x, diperoleh f(x)=+v169—-x*.

Fungsi fmerupakan contoh fungsi akar.

Secara umum, fungsi akar dapat kita sajikan sebagai berikut.

Definisi 5.7

Fungsi akar

Jika g(x) adalah suatu fungsi dan n adalah bilangan bulat lebih dari 1, maka

f(x)=%g(x) merupakan fungsi akar.
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Catatan: pada pembahasan fungsi akar ini, ruang lingkup bilangan yang kita

bahas adalah bilangan real.

Bagaimana menentukan daerah asal fungsi akar? Untuk menjawab

pertanyaan ini, lakukan kegiatan eksplorasi berikut.

N
4Q Eksplorasi

Menentukan Daerah Asal Fungsi Akar
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk menentukan daerah asal

fungsi akar.

Diketahui fungsi f(x)= Jx . Lakukan langkah-langkah berikut.

1. Tentukan pasangan berurutan (x, f (x)) yang memenuhi fungsi f(x) = Jx

x =2 =l 0 1 2 3
y=flx)

2. Dari pasangan berurutan di atas, gambarlah grafik fungsi f.

3. Dari gambar grafik, tentukan daerah asal fungsi f.

Lakukan langkah yang sama untuk menentukan daerah asal fungsi akar
g(x)=3x , h(x)=%x, dan p(x)=x .
Dari fungsi f, g, h, dan p, dugaan apa yang kalian peroleh? Jelaskan.

Secara umum, daerah asal fungsi akar adalah sebagai berikut.

Jika diketahui fungsi f(x)=%/g(x) dengan n adalah bilangan bulat lebih dari
1, daerah asal fungsi f dapat kita peroleh sebagai berikut.

» Jika nilai n genap (n =2, 4, 6, ...), daerah asal fungsi akar f mencakup

semua nilai pada daerah asal g(x) yang tidak menyebabkan g(x)<0.

» Jika nilai n ganjil (n = 1, 3, 5, ...), daerah asal fungsi akar f mencakup

semua nilai pada daerah asal g(x).

Daerah hasil fungsi dapat kita lihat pada Contoh 5.16
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Contoh 5.16

Menentukan Daerah Asal dan Daerah Hasil Fungsi Akar

Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi f(x)=vx-2.

Alternatif Penyelesaian

Daerah asal fungsi akar f mencakup semua bilangan real yang tidak
menyebabkan x —2<0. Untuk menentukan daerah asal fungsi f, hal pertama
dilakukan ialah menemukan menyebabkan x-2<0.

x—2<(0 syarat daerah asal fungsi akar

x <2 jumlahkan dengan 2

Karena menyebabkan x—-2<0 adalah x < 2, daerah asal fungsi rasional f

adalah himpunan semua bilangan real lebih dari sama dengan 2 atau dapat

ditulis D, = {x|x >2,x€ R} . Daerah hasil fungsi fadalah R, = {y|y >0,y € R} .

Tentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi g(x)= iz
\[ x—

Untuk menggambar grafik fungsi akar, dapat kita lihat pada Contoh 5.17
berikut.

Contoh 5.17

Menggambar Grafik Fungsi Akar

Gambarlah grafik fungsi akar f(x)=+vx-3.

Alternatif Penyelesaian

Grafik fungsi f(x)=+/x—3 dapat kita gambar dengan melakukan langkah-
langkah sebagai berikut.
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Menentukan daerah asal fungsi f.
Daerah asal fungsi akar f mencakup semua bilangan real yang tidak
menyebabkan x—3<0. Untuk menentukan daerah asal fungsi f, hal
pertama dilakukan ialah mencari nilai x yang menyebabkan x -3<0
x—3<0 syarat daerah asal fungsi akar
x<3 jumlahkan dengan 3
Karena penyebab x-3<0 adalah x <3, daerah asal fungsi rasional f

adalah himpunan semua bilangan real lebih dari sama dengan 3 atau

dapat ditulis D, = {x|x >3,x€ R} )

. Daerah asal fungsi f dapat memudahkan kita untuk menentukan titik

bantu yang merupakan pasangan berurutan (x, f (x)) yang memenuhi

f(x)=+x-3.

0 1 1,41 1,73 2 2,24 2,45

y

Gambar 5.31 Grafik fungsi f(x)=+/x—3

Gambarlah grafik fungsi-fungsi akar berikut.

1).

2).

g(x)=/x =5
h(x)=3/x—-1
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Fungsi akar sering digunakan untuk memodelkan atau menyelesaikan

permasalahan di sekitar.

éb Matematik dan Sains

Tsunami

Pada tanggal 26 Desember 2004, terjadi bencana alam tsunami di Aceh.
Berdasarkan Kontan.co.id, gelombang tsunami menyapu pesisir Aceh
pascagempa dangkal berkekuatan M 9,3 yang terjadi pada dasar Samudra
Hindia. Gempa terjadi pukul 07.59 WIB. Tidak lama setelah itu, muncul
gelombang tsunami yang diperkirakan memiliki ketinggian 30 meter
dengan kecepatan mencapai 100 meter per detik atau 360 kilometer per
jam. Kecepatan tsunami bergantung pada kedalaman laut. Fungsi akar dapat

digunakan untuk memodelkan kecepatan tsunami yang melintas di lautan.

Salah satu penerapan fungsi akar dapat kalian ketahui dengan melakukan

kegiatan eksplorasi berikut.

N
4ﬁ Eksplorasi

Penerapan Fungsi Akar
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk memahami penerapan fungsi

akar pada kecepatan gelombang tsunami. Perhatikan permasalahan berikut.

Kecepatan (m/s) tsunami yang melintas di lautan merupakan akar
dari hasil kali antara antara percepatan gravitasi dan kedalaman laut (m).
Percepatan gravitasi bumi adalah 9,8 m/s?.

a). Buatlah fungsi untuk memodelkan kecepatan tsunami!

=

). Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi kecepatan tsunami!
c). Gambarlah grafik fungsi tersebut!

d). Amati grafik fungsi yang kalian gambar, kemudian interpretasikan hasil
pengamatan kalian.

e). Tentukan kecepatan tsunami jika kedalaman laut adalah 3.000 m!
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Dari kegiatan eksplorasi tersebut kalian dapat menginterpretasikan grafik
fungsi kecepatan tsunami. Pada buku ini, selain pada bidang fisika, penerapan

fungsi akar digunakan untuk memperkirakan jarak sebuah benda ke horizon.

Fungsi Aljabar

Kerjakan latihan berikut dengan jelas dan benar.

Pemahaman Konsep SV
+2x +

1. Benar atau Salah. Fungsi f(x)z% merupakan fungsi rasional.
x

2. Benar atau Salah. Misalkan, f(x) =% adalah fungsi rasional dengan
g(x
derajat ¢(x) minimal 1 serta p(x) dan g¢(x) tidak memiliki faktor

persekutuan. Maka, asimtot vertikal grafik f bersesuaian dengan

penyelesaian persamaan ¢(x) = 0.

2
3. Benar atau Salah. Fungsi f(x)=,| xztrl merupakan fungsi akar.
X

4. Benar atau Salah. Jika daerah asal fungsi akar adalah himpunan bilangan
real, daerah hasilnya juga merupakan himpunan bilangan real.

Penerapan Konsep
5. Tentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi-fungsi berikut
a)‘ f(x)= 7T+x b) g(x):\3/x—2

15+x
6. Tentukan asimtot miring dari fungsi p(x)=

X +xt+x%+1
x*+3 '

7. Ekonomi. Misalkan, sebuah perusahaan kue dalam memproduksi kue
brownis membutuhkan biaya bulanan Rp7.000.000,00 dan Rp40.000,00
untuk memproduksi tiap loyang kue brownis tersebut. Jika rumus fungsi
biaya adalah B(x) = biaya tetap + cx, dengan c adalah biaya produksi tiap
kue dan x adalah banyaknya produksi kue brownis (tiap loyang),

a). Tentukan model matematika dari fungsi biaya untuk memproduksi

x loyang kue brownis.

Bab 5 | Fungsi dan Pemodelannyam




b). Modelkan fungsi biaya rata-rata B untuk memproduksi x loyang kue
brownis.

c). Gambarlah grafik fungsi biaya rata-rata B.
8. Perhatikan gambar berikut.

Gambar 5.32 Jarak Obyek dari Bumi

9. Untuk ketinggian yang relatif kecil di atas bumi, fungsi akar sederhana
dapat digunakan untuk memperkirakan jarak sebuah benda mendekati
horizon.

a). Jika jari-jari bumi diasumsikan 6.371 km, modelkan fungsi jarak
d (dalam km) ke horizon untuk sebuah benda yang berada pada
ketinggian h km di atas permukaan bumi.

b). Tentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi d !

c¢). Gambarlah grafik fungsi d'!

d). Bagaimana kalian menggunakan fungsi d untuk menentukan jarak
benda ke horizon pada benda yang berada pada 1.000 km di atas

permukaan bumi?

Fungsi Non-Aljabar

Pada subbab ini, kalian akan mempelajari fungsi non-aljabar. Secara
sederhana, fungsi ini dapat dipahami sebagai sebuah fungsi yang tidak
dapat dinyatakan dengan operasi aljabar yang meliputi penjumlahan,
pengurangan, perkalian, dan pembagian. Beberapa fungsi yang termasuk
dalam fungsi non-aljabar yang akan dipelajari pada subbab ini termasuk

fungsi eksponensial, fungsi nilai mutlak, fungsi tangga, dan fungsi piecewise.
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1. Pemodelan Fungsi Eksponensial

Pada subbab ini, kita akan fokus pada pemodelan yang memanfaatkan fungsi
eksponensial. Sebelumnya, kita simak definisi dari fungsi eksponensial.
Setelah itu, kita akan mengikuti beberapa contoh beserta alternatif

penyelesaiannya sebalum mencoba beberapa persoalan yang serupa.

Definisi 5.8

Definisi Fungsi Eksponensial

Untuk sebarang x € R, fungsi eksponensial didefiniskan sebagai fungsi

yang memenuhi bentuk berikut:
f(x)=ab’
yang mana a# 0, b>0,dan b # 1.

Untuk lebih memahami penerapan fungsi eksponensial, perhatikan contoh

berikut ini.

Contoh 5.18

Penerapan dalam Bidang Biologi
Misalkan, sebuah bakteri berkembang biak dengan mengikuti pola

eksponensial j(2)' yang mana j menyatakan jumlah bakteri awal dan ¢
menyatakan menit. Misalkan, pada sebuah permukaan, terdapat bakteri
tersebut sebanyak 100. Tentukan banyak bakteri yang ada pada permukaan

tersebut setelah 10 menit.

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan insformasi pada soal, kita peroleh j=100 dan ¢=10. Akibatnya,
banyak bakteri pada menit ke 10 adalah f(10)=100(2)*=1000(1.024)=102.400.

Tentukan banyak bakteri pada menit ke-5 yang ada pada suatu permukaan
yang bermula ada sebanyak 50 jika perkembangbiakannya ditentukan oleh
fungsi eksponensial f(t)=7,(3) dengan ¢t dalam menit.
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Aktivitas berikut merupakan alternatif kegiatan yang dapat dikerjakan jika

sarana dan prasarana internet maupun alat sudah tersedia.

Aktivitas Interaktif

Tabel berikut menunjukkan populasi di Amerika Serikat dalam juta dari
tahun 1900 sampai 2010. Gunakan kalkulator grafik atau aplikasi yang dapat
mengaplikasikan regresi eksponensial untuk memodelkan populasi Amerika
Serikat. Salah satu aplikasi yang dapat digunakan adalah Desmos. Gunakan
model tersebut untuk memperkirakan populasi pada tahun 1925 dan 2020.

LELTT 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980
Populasi 76 92 106 | 123 | 131 | 150 | 179 | 203 | 227

2. Pemodelan Fungsi Nilai Mutlak

Dalam bagian ini, kita akan mempelajari pemodelan matematika yang
memanfaatkan konsep nilai mutlak. Paling tidak, ada beberapa persoalan
yang terkait dengan nilai mutlak termasuk yang berkaitan dengan jarak dan

penerapan di bidang fisika.

Definisi 5.9

Bentuk-bentuk Fungsi Nilai Mutlak
Untuk sebarang x€R, termasuk fungsi nilai mutlak adalah fungsi yang

didefinisikan dengan memenuhi bentuk berikut

x,x=0
f(x)_lxl_{—x,x<0

atau
fx)=alx—hl|+k .

Setelah mencermati beberapa bentuk fungsi nilai mutlak, kita akan
mempelajari bagaimana penerapan dari konsep fungsi nilai mutklak dalam

beberapa fenomena.

I:MMatematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl




Contoh 5.19

Penerapan Terkait dengan Jarak

Robi mengendarai mobil dari rumahnya yang berada di samping jalan raya
(lihat Gambar 5.33). Dia mengendarai mobilnya menuju ke kampus dan
melewati rumah neneknya. Jarak rumahnya ke rumah neneknya adalah 30

km, jarak dari kampus ke rumah neneknya adalah 30 km.

| | | — L1

Rumah Robi Rumah Nenek Kampus

Gambar 5.33 llustrasi Perjalanan Robi
a). Buatlah tabel untuk menunjukkan seberapa jauh Robi dari rumah dan
seberapa jauh Robi dari rumah nenek dimulai dari awal perjalanan

dari rumah sampai tiba di kampus!

b). Gambarkan grafik yang merepresentasikan hubungan antara jarak
dari Robi ke rumah dan jarak dari Robi ke rumah nenek!

c¢). Temukan fungsi yang menyatakan jarak Robi rumah dalam jarak Robi

ke rumah nenek!

Alternatif Penyelesaian
a). Robi menjauh dari rumah selama perjalanan. Di sisi lain, dia mendekat

ke rumah nenek dan kemudia menjauh.

Jarak Robi ke rumah 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60

Jarak Robi ke rumah nenek 30 | 20 | 10 0 10 | 20 | 30
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b). Misalkan, jarak Robi ke rumahnya adalah x dan jarak Robi ke rumah
nenek adalah y. Grafik dari hubungan keduanya dapat diilustrasikan
sebagai berikut.

b |
60T
50
40
307
20

101

- | | | | |

ol 10 20 30 40 50 60 x

\

Gambar 5.34 Grafik Perjalanan Robi
c). Fungsi yang dapat merepresentasikan hubungan tersebut dapat
dinyatakan sebagai f(x) =|x —30|. Namun, perlu diperhatikan bahwa
nilai hanya dibatasi untuk 0 < x < 60.

Rudi berjalan dari rumahnya yang berada di samping jalan raya, serupa
dengan ilustrasi Gambar 5.33. Dia berjalan menyusuri trotoar di samping
jalan raya tersebut untuk menuju ke salah satu pusat perbelanjaan. Jarak
rumahnya ke pusat perbelanjaan adalah 50 km. Di tengah-tengah antara pusat

perbelanjaan dan rumah Rudi, terdapat warung nasi padang kesukaannya.

a). Buatlah tabel untuk menunjukkan jarak Rudi dari rumah dan seberapa
jauh dia dari warung nasi padang dimulai dari awal perjalanan dari

rumah sampai tiba di pusat perbelanjaan!
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b). Gambarlah grafik yang merepresentasikan hubungan antara jarak Rudi

ke rumah dan jarak Rudi ke warung nasi padang!

c). Temukan fungsi yang menyatakan jarak Robi ke warung nasi padang

dalam jarak Rudi ke rumah!

Sebelum masuk ke contoh berikutnya, kita akan menyimak penjelasan

tentang suatu konsep fisika pada fitur Matematika dan Sains berikut.

éb Matematik dan Sains

Hukum Pemantulan Cahaya

Dalam bidang Fisika, kita mengenal istilah hukum pemantulan cahaya.
Pada bagian ini, akan dijelaskan apa maksud hukum tersebut. Misal, kita
ilustrasikan peristiwa pemantulan cahaya seperti pada Gambar 5.35. Terdapat
tiga buah garis. Garis yang merepresntasikan sinar datang, sinar pantul, dan
garis normal. Garis normal adalah garis yang tegak lurus dengan bidang
pantul. Secara singkat, hukum ini berbunyi bahwa sudut pantul cahaya

ukurannya sama besar dengan sudut datang cahaya.

N

Sinar datang Sinar pantul

Bidang Pantul

Gambar 5.35 llustrasi Pemantulan Cahaya

Bab 5 | Fungsi dan Pemodelannyaﬂ:l




Contoh 5.20

Pantulan cahaya

Pada sebuah pameran di museum, terdapat dekorasi cahaya yang
melibatkan beberapa lampu. Satu buah lampu ditempelkan pada dinding
berjarak 10 m dari lantai. Cahaya lampu ini diarahkan ke sebuah cermin
yang berjarak 15 m dari dinding tersebut dan memantulkan cahaya ke
dinding lain yang berjarak 8.5 m dari cermin tersebut. Untuk lebih jelas,
silakan melihat pada Gambar 5.36. Pada ketinggian berapa pantulan

cahaya mencapai tembok di hadapan tembok yang pertama?

15m 8,5m

Gambar 5.36 llustrasi Pemantulan Cahaya di Museum

Alternatif Penyelesaian
Kita akan menggunakan fungsi nilai mutlak dalam bentuk f(z) = alz —h|+k

dengan (h,k) adalah titik puncak dari grafik fungsi nilai mutlaknya. Misalkan,
kita menelaah masalah ini dalam koordinat Kartesius seperti pada Gambar 5.37.

(0,10)

(23,5, ..)

(10,0) 15m (150) 85m

Gambar 5.37 llustrasi Pemantulan Cahaya dalam Koordinat
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Karena titik puncaknya adalah (0,15), dengan subtitusi, kita peroleh
f(x) =alz—15]4+0. Selanjutnya, karena (0,10) berada pada garis, maka
kita peroleh 10 = a|0— 15|. Akibatnya, nilai adalah %. Oleh karena itu,

persamaan nilai mutlak yang diinginkan adalah f(z) = 3|z —15].

Berdasarkan persamaan ini, kita dapat menentukan pada ketinggian

berapa sinar lampu mencapai tembok dengan cara mensubstitusikan x=2,35

ke dalam fungsi. Akibatnya, diperoleh f(23,5) = %| 23,5—15|= %

(—- Mari Berpikir Kritis

Samosir sedang bermain senter. Dia berdiri di hadapan tembok dan cermin
berada sejajar di antara dia dan tembok. Dia mengarahkan sinar senter ke cermin
tersebut dan pantulan sinarnya mengenai tembok. Diketahui, Samosir memegang
senter pada ketinggian 1 m, jarak antara dia dan cermin adalah 5 m, dan jarak

dia ke tembok adalah 15 meter. Tentukan berapa tinggi pantulan sinar di tembok.
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3. Pemodelan Fungsi Tangga
Pada bagian ini, kita akan mempelajari penerapan fungsi tangga terkait

beberapa permasalahan. Beberapa contoh permasalahan akan dibahas di sini.

Definisi 5.10

Pengertian Fungsi Tangga

Fungsi tangga adalah fungsi yang bernilai konstan pada interval-interval

dimana ia didefinisikan.

Catatan: Terdapat variasi definisi dari fungsi tangga. Ada yang mensyaratkan
banyak intervalnya harus berhingga. Ada pula yang mensyaratkan
intervalnya harus seragam sedemikian rupa sehingga grafiknya tampak
seperti tangga sungguhan. Pada buku ini, kita menggunakan definisi yang
lebih umum agar kalian dapat mempelajari banyak kasus khusus dari fungsi

ini.
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Contoh dari fungsi tangga yang memenuhi definisi tersebut adalah
fungsi atap, yang dilambangkan dengan f (x)=[x] dan bermakna bilangan
bulat terkecil yang lebih dari atau sama dengan x. Contoh lain ialah fungsi
lantai, yang dilambangkan dengan f (x)=[x] dan bermakna bilangan bulat
terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengan x. Contoh fungsi lain ialah
fungsi pembulatan yang dilambangkan dengan f (x)=[x] dan bermakna
bilangan bulat terdekat ke x. Selanjutnya, kita akan mempelajari pemodelan

dengan menggunakan fungsi ini.

Contoh 5.21

Penerapan dalam Biaya Telepon

Budi ingin menelepon kakaknya yang sedang berada di luar kota karena
kangen dan sedang momen hari raya. Namun, dia belum mengisi pulsa.
Berdasarkan info di internet, biaya yang dibutuhkan dapat dirinci sebagai
berikut. Untuk setiap menit, dia harus membayar sebesar Rp250,00. Skema
biaya pulsa dari penyedia jasa telepon tersebut adalah sebagai berikut.
Biaya dihitung dengan membulatkan ke menit atas. Misalkan, Budi
menelepon selama 1,3 menit. Maka, dia harus membayar untuk 2 menit,

yakni 500 rupiah.

a). Buat tabel yang menjelaskan hubungan antara lama menelepon dalam
menit dan total biaya yang dibutuhkan.

b). Gambarkan grafiknya dalam bidang Kartesius.

c). Tuliskan fungsi yang menyatakan total biaya yang dibutuhkan dalam
lama menelepon.

d). Jika ingin menelepon selama tiga jam, apakah pulsa sebanyak
Rp25.000,00 cukup?

Alternatif Penyelesaian
a). Berdasarkan informasi pada soal, kita dapat membuat tabel sederhana

untuk menit dan besar biaya untuk menelepon sebagai berikut.
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Tabel 5.6 Biaya Menelpon dalam Menit

0 1 2 3 4 5 6 7

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750

b). Berdasarkan info di soal, karena skema biaya menelepon yang ada,
yakni dengan membulatkan biaya ke bilangan bulat atas, grafik dari
permasalahan tersebut adalah sebagai berikut.

A

1500 T —
S 1250 —
Q.
= 1000 4 —
£
s
S 7507 —
S
& 500+ e—
[a]

250 y—

0 1 2 3 4 5 6

y Lama menelpon dalam menit
Gambar 5.38 Grafik Biaya Menelpon
c). Fungsi yang dapat merepresentasikan fenomena di atas adalah fungsi

tangga yang dapat dinotasikan sebagai berikut:
fx) =250k k—1<x<kk=123,..

Maksud notasi tersebut adalah sebagai berikut. Misalnya, kita memiliki
x=2,7. Karena 2<2,7<3, maka f(2,7)=250x3=750. Notasi lain dari fungsi

ini dapat dinyatakan dengan bantuan fungsi ceiling sebagai berikut:

f(%)=250x[x].

d). Tiga jam dapat dinyatakan sebagai 180 menit. Artinya, biaya yang
dibutuhkan oleh Budi adalah 150x250=45.000. Karena Budi hanya
memiliki uang sebesar Rp25.000,00, uangnya belum cukup untuk

menelepon selama tiga jam.
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C] Pengayaan

Sebuah tempat penyewaan playstation menerapkan aturan sebagai berikut.
Untuk satu jam pertama, dikenakan biaya sebesar 20 ribu. Jika melebihi satu
jam, sampai 2 jam, penyewa membayar 40 ribu. Jika melebihi dua jam sampai
batas tiga jam, penyewa diharuskan membayar 60 ribu. Aturan berlaku juga

untuk jam-jam berikutnya.
[ T L T e L R T T e e, |

Buatlah tabel, grafik, dan fungsi terkait permasalahan tersebut seperti pada
contoh sebelumnya. Tentukan juga berapa jam maksimal Andi dapat menyewa

playstation di tempat tersebut jika dia memiliki uang 125 ribu rupiah.

4. Pemodelan Fungsi Piecewise
Pada bagian ini, kita akan belajar tentang pemodelan dengan menggunakan
fungsi piecewise atau yang kadang disebut sepotong-sepotong. Simak

definisinya sebagai berikut.

Definisi 5.11

Pengertian Fungsi Piecewise

Fungsi piecewise adalah fungsi yang didefinisikan dengan beberapa

formula pada beberapa daerah asal.

Fungsi nilai mutlak dan fungsi tangga termasuk fungsi piecewise. Contoh
sederhana lain adalah fungsi yang didefinisikan sebagai berikut
cosx,x =0
flx)=qe0<x <.
[xlx=nm
Selanjutnya, perhatikan contoh berikut dan kerjakan aktivitas Mari,
Mencoba untuk memahami pemodelan dengan menggunakan fungsi

piecewise.
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Contoh 5.22

Penerapan Fungsi Piecewise

Mangiring mengikuti sebuah kompetisi yang melibatkan tiga aktivitas:

kayak, bersepeda, dan berlari. Untuk kayak, dia menghabiskan 2 jam

untuk menempuh jarak sepanjang 20 km di sebuah danau. Selanjutnya,

dia bersepeda sejauh 50 km, selama 2 jam. Terakhir, Mangiring berlari

selama 1 jam sejauh 10 km.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara waktu tempuh, total

jarak yang ditempuh, dan kecepatan untuk tiga jenis aktivitas.

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara waktu terhitung

dari awal lomba dan total jarak yang ditempuh pada bidang Kartesius.

c). Tuliskan fungsi total jarak yang ditempuh terhadap waktu tempuh.

Alternatif Penyelesaian

a). Berdasarkan informasi di soal, kita dapat menyusun tabel berikut.

Kegiatan Waktu tempuh Jarak tempuh Kecepatan
Kayak 2 jam 20 km 10 km/jam
Sepeda 2 jam 50 km 25 km/jam

Lari 1 jam 10 km 10 km/jam

b). Berdasarkan tabel yang telah dibuat, kita dapat menggambar grafik

seperti berikut dengan memisalkan sumbu X sebagai representasi waktu

dalam jam dan sumbu Y untuk jarak tempuh dalam km.

90 1+
80 T
70 T
60 1+
50 1
40 +
30 T
20 +
10 +

Gambar 5.39 Grafik Perjalanan Mangiring
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c¢). Untuk memformulasikan fungsi piecewise, kita tinjau satu per satu
interval untuk tiap cabang lomba yang diikuti. Untuk 2 jam pertama,
kecepatan Mangiring saat menggunakan kayak adalah 10 km/jam dengan
titik awal (0,0). Akibatnya, kita bisa tulis fx)=10x,0=<x<2. Selanjutnya,
melewati dua jam sampai jam keempat, kecepatan Mangiring adalah
25 km/jam dengan titik awal (2,20). Akibatnya, kita bisa menuliskan
flx)=25x-30, 2<x<4. Yang terakhir, Mangiring berlari dengan kecepatan
10 km/jam dan titik awal (4,70). Karena itu, kita dapat memperoleh
flx)=10x+30, 4<x<5. Dengan menggabungkan ketiga kasus tersebut, kita
dapat menuliskan fungsi piecewise-nya sebagai berikut.

10x,0 =< x <2
flx) =125 —30,2<x <4.
10 +30,4<x <5

(f Mari Berpikir Kritis

Surya mengikuti sebuah kompetisi yang melibatkan tiga aktivitas: bersepeda,
berenang, dan berlari. Surya menghabiskan 3 jam untuk menempuh jarak
sepanjang 50 km di lintasan sepeda. Selanjutnya, dia berenang sejauh 1 km

selama 15 menit. Terakhir, Surya berlari selama 2 jam sejauh 30 km.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara waktu tempuh, total jarak

yang ditempuh, dan kecepatan untuk tiga jenis aktivitas.

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara waktu terhitung

dari start lomba dan total jarak yang ditempuh pada bidang Kartesius.

c). Tuliskan fungsi total jarak yang ditempuh terhadap waktu tempuh.
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Pemahaman Konsep

1. Benar atau salah. Fungsi konstan f(x)=1 merupakan fungsi eksponensial.

2. Benar atau salah. Ada fungsi piecewise yang merupakan gabungan dari
fungsi tangga dan fungsi eksponensial.
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Penerapan
3. Sebuah koloni bakteri bermula dengan 500 bakteri. Bakteri jenis ini
mampu membelah diri menjadi dua setiap setengah jam sekali.

a). Berapa banyak bakteri setelah tiga jam?

b). Berapa banyak bakteri setelah t jam?

c). Berapa banyak bakteri setelah 40 menit?

d). Gambarkan fungsi populasi dari fenomena tersebut dan estimasikan

kapan populasinya mencapai 100.000.

4. Made berjalan dari rumahnya yang berada di samping jalan raya, serupa
dengan Gambar 5.30. Dia bersepeda menyusuri trotoar di samping jalan
raya tersebut menuju ke sebuah taman bermain. Jarak rumahnya ke
taman bermain adalah 10 km. Di tengah-tengah antara pusat perbelanjaan
dan rumah Made, terdapat Restoran Singkawang.

a). Buatlah tabel untuk menunjukkan jarak Made dari rumah dan
seberapa jauh dia dari Restoran Singkawang dimulai dari awal
perjalanan dari rumah sampai tiba di taman bermain.

b). Gambarlah grafik yang merepresentasikan hubungan antara jarak
Made ke rumah dan jarak Made ke Restoran Singkawang.

c). Temukan fungsi yang menyatakan jarak Made ke Restoran

Singkawang dalam jarak Made ke rumah.

5. Disebuah warnet, pengaturan biaya pembayaran sewa internet dihitung
dengan cara sebagai berikut. Untuk 10 menit pertama, dikenakan biaya
sebesar Rp2.000,00. Artinya, jika pengguna warnet mengakses komputer
dan internet selama kurang dari atau sama dengan 10 menit, dia harus
membayar sebesar dua ribu rupiah. Begitu juga untuk setiap 10 menit
selanjutnya, dikenakan biaya sebesar Rp2.000,00.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara lama menggunakan
fasilitas warnet dan biaya pakainya!

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara lama
menggunakan fasilitas warnet dan biaya pakainya!

c). Tuliskan fungsi biaya pakai fasilitas warnet dalam satuan waktu!

d). Apakah dengan memiliki uang 300 ribu, kita bisa menghabiskan

waktu selama 5 jam di warnet?
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6. Kevin mengikuti sebuah kompetisi yang melibatkan empat aktivitas:
kayak, bersepeda, berenang, dan berlari. Dia menempuh jarak sejauh 30
km dengan kayak selama 3 jam. Selanjutnya, dia menghabiskan 2 jam
untuk menempuh jarak sepanjang 40 km di lintasan sepeda. Kemudian,
dia berenang sejauh 1 km selama 20 menit. Terakhir, Kevin berlari selama
2.5 jam sejauh 25 km.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara waktu tempuh, total
jarak yang ditempuh, dan kecepatan untuk empat jenis aktivitas!

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara waktu
terhitung dari start lomba dan total jarak yang ditempuh pada
bidang Kartesius!

c). Tuliskan fungsi total jarak yang ditempuh terhadap waktu tempuh!

S. Rangkuman

1. Misalkan, 6 adalah sudut dalam posisi baku dan P(x, y) adalah titik yang
berada pada sisi akhir sudut tersebut. Jika r adalah jarak antara titik asal
ke titik P, maka fungsi-fungsi trigonometri sin, cos, dan tan didefinisikan

sebagai berikut.
sing =2 cosf == tan0 =2 (x=0)
r r x

2. Misalkan, 6 adalah sudut lancip, yaitu 0°< 0 <90°. Maka, nilai fungsi-
fungsi trigonometri di kuadran 2 sampai 4 dapat ditentukan dengan
menggunakan rumus berikut.

Kuadran II
sin(180° — 5) =sin6

cos(180°—9_) =—cosf
tan(180°—9_) =—tanf

Kuadran III
sin(180° + 9_) =—sinf

Cos(180°+9_): —cosO

tan(180° + 9_) =tan6
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Kuadran IV

sin(360° — 9_) = sin(—Q_) =—sin@
cos(360° — 9_) = cos(—Q_) =cos6
tan(360° — 9_) = tan(—Q_) =—tan6

Jika 0° < 0 < 360° dan k adalah sebarang bilangan bulat, nilai fungsi-
fungsi trigonometri dapat ditentukan dengan rumus berikut.

sin(k'360°+ 9) =sinf
cos(k-360°+9) =cosf
tan(k~l80°+9) =tan6

Berikut ini adalah identitas-identitas trigonometri dasar.
sin®6 +cos’0 =1

sin6@

tan@ =
cos0

sin(—@) =-sinf
cos(—Q) =cosf

tan(-0)=—tan

Fungsi-fungsi y = a sin bx dan y = a cos bx memiliki amplitudo | a | dan

© 21

periode % atau m, sedangkan fungsi y = a tan bx amplitudonya tidak

o

180
ada dan periodenya W atau %'

Fungsi logaritma berbasis a didefinisikan sebagai y = “log x jika dan
hanya jika @’ = x, dengan a adalah bilangan positif dan a # 1.
Karakteristik fungsi logaritma dalam bentuk f{x) = “log x adalah sebagai
berikut.

a). Daerah asal fadalah himpunan bilangan real positif, daerah hasilnya

adalah himpunan semua bilangan real.
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b). Grafik f memotong sumbu -X di (1, 0), tetapi tidak memotong

sumbu -Y.

c). Jika basis a> 1, maka f merupakan fungsi naik. Sebaliknya, jika

basis 0 < a < 1, maka fmerupakan fungsi turun.

d). Grafik f mendekati sumbu -V, tetapi tidak pernah memotongnya

sehingga sumbu —Y merupakan asimtot tegak.

8. Berikut ini adalah sifat-sifat lain dari fungsi logaritma. Misalkan, a dan b
adalah bilangan positif dengan a,b # 1, didapat identitas fungsi logaritma
sebagai berikut.

» ’log(MN)="logM+"logN

v
<
S
o
=
I

“logb

v

Jika "logM ="log N, maka M= N..
» Jika b>1 dan "logM < "log N maka M<N..

» Jika 0<b<1 dan "logM < "logN maka M> N .

9. Jika P(x) dan Q(x) adalah fungsi polinomial dan f(x)=% dengan
Q(x)#0, maka f(x) merupakan fungsi rasional. P(x) dan Q(x) tidak
memiliki faktor persekutuan.

10. Daerah asal fungsi rasional mencakup himpunan bilangan real yang
tidak menyebabkan penyebut bernilai nol.

11. Jika grafik fungsi f akan terus mendekat ke garis x=a ketika nilai y
mendekati positif tak hingga atau y mendekati negatif tak hingga, garis
x =a disebut sebagai asimtot vertikal.

12. Jika grafik fungsi f akan terus mendekat ke garis y =b ketika nilai x
mendekati positif tak hingga atau x mendekati negatif tak hingga, garis
y =b disebut sebagai asimtot horizontal.
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13. Jika grafik fungsi fakan terus mendekat ke garis y =mx +b ketika nilai x
mendekati positif tak hingga atau x mendekati negatif tak hingga, garis
y=mx+b disebut sebagai aAsimtot miring.

14. Jika g(x) adalah suatu fungsi dan n adalah bilangan bulat lebih dari 1,
maka f(x)= Q/@ merupakan fungsi akar.

15. Jika diketahui fungsi f(x)=%/g(x) dengan n adalah bilangan bulat lebih
dari 1, daerah asal fungsi fdapat kita peroleh sebagai berikut.

» Jikanilai n genap (n=2, 4, 6, ...), daerah asal fungsi akar fmencakup

semua nilai pada daerah asal g(x) yang tidak menyebabkan g(x)<0.

» Jikanilai nganjil(n=1,3,5,...), daerah asal fungsi akar fmencakup

semua nilai pada daerah asal g(x).

16. Pemodelan fungsi eksponensial dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan terkait, di antaranya dengan Biologi termasuk peluruhan
dan juga perkembangbiakan bakteri.

17. Pemodelan dengan menggunakan fungsi nilai mutlak dapat digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan yang terkait, di antaranya dengan
jarak dan pemantulan cahaya.

18. Pemodelan dengan fungsi tangga dapat digunakan untuk menyelesaikan
masalah, di antaranya terkait dengan biaya menelepon atau sewa jasa
internet.

19. Pemodelan dengan menggunakan fungsi piecewise dapat digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan, di antaranya terkait dengan biaya
kirim barang dan kecepatan.

IIVI‘/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman

Benar atau Salah. Tentukan apakah pernyataan nomor 1 — 5 berikut benar
atau salah.

1. Jika Oberada di kuadran 3, nilai tan 6 positif.

2. Fungsi logaritma adalah invers dari fungsi eksponen, yaitu jika y = “log
x, maka @’ = x. Demikian juga sebaliknya, jika a” = x, maka y = “log x.
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P
3. Misalkan f(x)= ﬁ adalah fungsi rasional dengan dengan derajat P(x)

sama dengan Q(x), maka asimtot horizontal grafik fmelalui rasio pangkat
tertinggi.

4. Pertumbuhan yang bertambah sebanyak dua satuan untuk setiap satuan
waktu merupakan pertumbuhan secara eksponensial.

Isian Singkat. Lengkapilah pernyataan nomor 5-8 berikut dengan isian

yang paling tepat.

5. Grafik y=2cos(%x) memiliki amplitudo ... dan periode. ...

6. Fungsi f(x)=1logx’ memiliki daerah asal ... dan daerah hasil . . ..

7. Diketahui fungsi f(x)=4/g(x) dengan nadalah bilangan bulat genap lebih
dari 1. Maka, daerah asal fungsi fmencakup semua nilai pada daerah asal
g(x) yang menyebabkan . . . .

8. Berikan contoh fungsi piecewise.

9. Gunakan identitas-identitas trigonometri dasar untuk menentukan nilai
cos 0, jika tan 0= -4 dan =<0 <2r.

10. Tentukan daerah asal dari fungsi f(x)= \/xzj

11. Gambarkan fungsi nilai mutlak » =|2x — 3|dalam bidang Kartesius.

Penerapan

12. Kincir Ria. Sebuah kincir ria memiliki diameter 30 m dan memerlukan
waktu 12 menit untuk menempuh satu putaran penuh. Kincir ria
tersebut berputar berlawanan arah jarum jam. Jika seseorang mula-mula
berada di puncak kincir ria tersebut, carilah fungsi y = a cos bx yang
memodelkan ketinggian orang tersebut relatif terhadap pusat kincir ria
setiap menitnya.

13. Suhu Kopi. Segelas kopi yang suhunya 100°C diletakkan pada sebuah
ruangan yang suhunya 25°C. Waktu t (dalam menit) yang diperlukan
agar suhu kopi tersebut menjadi T°C dapat ditentukan dengan rumus

berikut.
75
t= Zolog(—]
T —25

Berapa lama waktu yang diperlukan agar suhu kopi tersebut menjadi
60°C?
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14. Perjalanan. Nyoman pergi ke pantai sejauh 50 km. Dia menempuh

setengah perjalanan dengan kecepatan tertentu (dalam km/jam).

Setengah perjalanan selanjutnya Nyoman melakukan perjalanan dengan

kecepatan 15 km/jam lebih lambat. Jika x mewakili kecepatan dalam km/

jam dan fingsi w menyatakan waktu perjalanan, tentukan:

a). model matematika untuk waktu yang dibutuhkan Nyoman untuk

menempuh perjalanan pertama;

b). model matematika untuk waktu yang dibutuhkan Nyoman untuk

menyelesaikan setengah perjalanan selanjutnya.

15. Aang adalah pelari 100 m. Dia mengikuti lomba dalam rangka peringatan

Hari Kemerdekaan Republik Indonesia. Dia berlari pada sebuah lintasan

100 m di desanya. Untuk keperluan dokumentasi, seorang fotografer

berdiri di samping tepat tengah lintasan.

a). Buatlah tabel yang menjelaskan jarak Aang relatif terhadap awal

lintasan dan jarak dia terhadap sang fotografer!

b). Gambarkan grafik yang menyatakan jarak Aang terhadap sang

fotografer dalam jarak Aang terhadap lintasan!

c). Tuliskan fungsi yang menyatakan jarak Aang terhadap sang

fotografer dalam jarak Aang terhadap lintasan!

Penalaran

16. Aldo ingin membuktikan identitas trigonometri tan6 =

sind . Ketika

cosO

melakukannya, dia memilih beberapa sudut 6, yaitu 30°, 45°, dan 60°.

Setelah itu, dia menuliskan hasil perhitungannya ke dalam tabel berikut.

sin®
0 tan 0 o0
vz
30° %x@ f3_/2=§\/§
V2/2
J3/2
60° \/g TZZ\E
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Karena setiap baris pada kolom kedua sama dengan kolom ketiga, maka

sin@

tanf = . Dengan demikian, Aldo menganggap dia telah membuktikan

cos@
identitas trigonometri tersebut.

Apakah kalian setuju dengan strategi pembuktian yang digunakan oleh
Aldo? Jelaskan alasannya.
17. Jika a=b>1, tentukan nilai terbesar yang mungkin untuk
a a » b
log—+" log—.
b a
(x+2)"(x* - 1)

(x* +x—2)(x* +3x+2)
k. Tentukan nilai k agar fungsi f mempunyai satu asimtot vertikal.

18. Diketahui grafik fungsi f(x)= untuk bilangan asli

19. Buktikan teorema berikut:
Sebuah fungsi eksponensial f(x) = a* merupakan fungsi yang naik jika
a > 1, merupakan fungsi konstan jika @ =1, dan merupakan fungsi

turun jika ¢ <1.

Variasi Lamanya Hari Denpasar dan Perth

Apakah kalian pernah menyadari bahwa lamanya suatu hari (dari terbit
sampai terbenamnya matahari) berbeda dengan hari-hari lainnya? Mungkin
kalian ada yang pernah menyadari dan ada yang tidak karena memang hal
tersebut dipengaruhi oleh tempat tinggal kalian masing-masing. Untuk
mengilustrasikannya, kita akan menggunakan Kota Denpasar, Bali dan Kota
Perth, Australia Barat. Jika kalian lihat di globe atau peta, Kota Perth ini

letaknya jauh di selatan Kota Denpasar.

1. Grafik berikut ini menunjukkan rata-rata lamanya hari (dalam jam) Kota
Denpasar dan Kota Perth pada tahun 2020 dan 2021 setiap bulannya.
(Data yang digunakan untuk menggambar grafik tersebut diperoleh dari
www.timeanddate.com.)
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Gambar 5.38. Grafik Rata-rata Lama Hari Setiap Bulan
Berdasarkan grafik tersebut, menurut kalian, manakah yang
merepresentasikan lama hari di Kota Denpasar dan Kota Perth? Jelaskan

alasannya.

2. Carilah fungsi y = a cos(bx) + ¢ yang dapat memodelkan lama hari di
Kota Denpasar dan Kota Perth, kemudian sketsalah grafiknya.

3. Kota Karratha, Australia Barat letaknya di antara Kota Denpasar dan
Kota Perth. Hanya berdasarkan informasi ini, sketsalah perkiraan grafik
lamanya hari di kota tersebut pada tahun 2020 - 2021.

b . | Refleksi

Di Bab 5, kalian telah belajar berbagai macam fungsi dan menggunakan
fungsi tersebut untuk memodelkan dan menyelesaikan permasalahan sehari-
hari. Sekarang, refleksikan pengalaman belajar kalian di bab ini dengan

menanggapi pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 5 Fungsi dan Pemodelannya? Ceritakan manfaat yang dapat kalian
rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar
di Bab 5 Fungsi dan Pemodelannya? Apakah semua strateginya sudah
membantu kalian untuk belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 5 Fungsi dan
Pemodelannya ini dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada

tabel berikut.
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TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Fungsi Trigonometri

1. Saya dapat menentukan nilai fungsi-fungsi
trigonometri untuk sebarang sudut.

2. Saya dapat menggunakan identitas-identitas
trigonometri dasar untuk menentukan nilai
fungsi-fungsi trigonometri.

3. Saya dapat menentukan amplitudo dan
periode fungsi-fungsi trigonometri dan
menggunakannya untuk mensketsa grafik
fungsi-fungsi trigonometri tersebut.

4. Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
permasalahan sehari-hari dengan menggunakan
fungsi trigonometri.

Subbab B Fungsi Logaritma

Saya dapat menentukan nilai fungsi-fungsi
logaritma.

Saya dapat menggunakan identitas-identitas
6. logaritma dasar untuk menentukan nilai fungsi-
fungsi logaritma.

Saya dapat mensketsa grafik fungsi-fungsi
7. logaritma dan menganalisis sifat-sifat fungsi
logaritma berdasarkan grafik fungsi tersebut

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
8. permasalahan sehari-hari dengan menggunakan
fungsi trigonometri.

Subbab C Fungsi Aljabar

Saya dapat menetukan daerah asal dan daerah
hasil fungsi rasional.

10. Saya dapat menentukan asimtot fungsi rasional.

11. Saya dapat menggambar grafik fungsi rasional.

I]Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl y




No. TARGET PEMBELAJARAN ©) @ ®

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
12. permasalahan sehari-hari dengan menggunakan
fungsi rasional.

Saya dapat menetukan daerah asal dan daerah
hasil fungsi akar.

14. Saya dapat menggambar grafik fungsi akar.

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
15. | permasalahan sehari-hari dengan menggunakan
fungsi rasional.

Subbab D Fungsi Nonaljabar

Saya dapat menetukan daerah asal dan daerah
hasil fungsi eksponensial.

Saya dapat mensketsa grafik fungsi-fungsi
eksponensial, fungsi nilai mutlak, dan fungsi
17. | piecewise dan menganalisa sifat-sifat fungsi
eksponensial, fungsi nilai mutlak, dan fungsi
piecewise.

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
permasalahan sehari-hari dengan menggunakan
fungsi eksponensial, fungsi nilai mutlak, dan
fungsi piecewise.

» Kristanto, Y. D., & Santoso, E. B. (2017). Aljabar dan Trigonometri. Sanata
Dharma University Press. Buku ini membahas topik-topik trigonometri.
Secara khusus, di buku ini kalian dapat mempelajari fungsi trigonometri,
penerapannya pada segitiga, identitas-identitas trigonometri, dan

persamaan trigonometri.

v

Kristanto, Y. D. (2016). Matematika Langkah Demi Langkah untuk SMA/
MA Kelas X. Jakarta: Grasindo.
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» Buku ini membahas fungsi rasional, di buku ini kalian dapat mempelajari

penerapan fungsi rasional pada kehidupan sehari-hari.

» https://youtube.com/
playlist?list=PLIXuAh5HFy3fp3Un-
ieQn0aGZH8NWzkY-. Channel youtube menjelaskan

tentang materi fungsi rasional.
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Glosarium

algoritma pembagian polynomial suatu algoritma yang menyatakan
bahwa jika P(x) dan Q(x) adalah polinomial, dengan Q(x) # 0, maka
ada polinomial-polinomial H(x) dan S(x) yang masing-masing tunggal,
dengan S(x) adalah 0 atau polinomial berderajat kurang dari Q(x),
sedemikian sehingga P(x) = Q(x) - H(x) + S(x)

amplitudo jarak maksimum nilai fungsi periodik terhadap garis tengahnya

argumen jika bilangan kompleks dinyatakan dalam bentuk polar
z=cos@+isinf maka argumen z adalah 6 = Arg(z) + 2kmuntuk k
bilangan bulat.

asimtot suatu garis lurus yang didekati oleh kurva lengkung dengan jarak
semakin lama semakin kecil mendekati nol di jauh tak terhingga. Asimtot
juga bisa diartikan dengan sebuah garis lurus yang sangat dekat dengan

kurva lengkung di titik jauh tak terhingga

asimtot horizontal jika grafik fungsi fakan terus mendekat ke garis y = b

sehingga nilai x mendekati positif tak hingga atau x mendekati negatif
tak hingga, maka garis y = b disebut asimtot horizontal

asimtot miring jika grafik fungsi fakan terus mendekat ke garis y =mx +b
sehingga nilai x mendekati positif tak hingga atau x mendekati negatif
tak hingga, maka garis ¥ =mx +b disebut sebagai asimtot miring

asimtot vertikal jika grafik fungsi f akan terus mendekat ke garis x=a
sehingga nilai y mendekati positif tak hingga atau y mendekati negatif

tak hingga, maka garis x =a disebut sebagai asimtot vertikal
bilangan kompleks suatu bilangan yang terdiri atas bagian real dan bagian
imajiner

bilangan real bilangan yang terdiri atas bilangan rasional atau irasional
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derajat jika a adalah koefisien yang tak nol, derajat monomial ax” adalah
n. Derajat suatu monomial yang terdiri atas beberapa variabel adalah
jumlah dari eksponen semua variabel tersebut. Derajat suatu polinomial

adalah derajat dari sukunya yang berderajat tertinggi

a, a
determinan matriks berordo 2x2. Jika A = H 12} maka determinan dari
[ o1 Gp
. . Al | G|
matriks A dapat dinyatakan det A = |A| = =a,,a,, — dy, 0y,
Gy Ay

dilatasi transformasi yang mengubah jarak suatu titik terhadap suatu titik

tertentu dengan faktor pengali tertentu
elemen matriks bilangan-bilangan penyusun suatu matriks
eksponen bilangan b yang menyatakan pangkat pada bentuk a*

fungsi pemetaan setiap anggota suatu himpunan (dinamakan daerah asal)
kepada tepat satu anggota himpunan yang lain (dinamakan daerah

kawan)

fungsi akar jika g(x) adalah suatu fungsi dan n adalah bilangan bulat lebih

dari 1, maka f(x)=1%/g(x) merupakan fungsi akar

fungsi eksponensial untuk sebarang x € R, fungsi eksponensial
didefinisikan sebagai fungsi yang memenuhi bentuk f(x) = qb*, yang
mana a#0, b>0, dan b#1

fungsi nilai mutlak fungsi yang dinotasikan dengan f(x) =|x]

fungsi piecewise fungsi yang didefinisikan dengan beberapa formula pada

beberapa daerah asal

fungsi polinomial fungsi polinomial dalam variabel x adalah fungsi yang
memiliki bentuk umum Ax) = a x" + a_x""'+a X"?+ ..+ ax + a

dengan koefisien-koefisiennya, yaitua,a ,a ., .., a, dan a, adalah

-1°

bilangan-bilangan real, a_# 0, dan n adalah bilangan cacah
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(x)

fungsi rasional jika p(x) dan q(x) adalah fungsi polinomial dan f(x)= proes
q(x
dengan q(x)#0, maka f(x) merupakan fungsi rasional

fungsi tangga fungsi yang bernilai konstan pada interval-interval yang

mendefinisikan fungsi tersebut

garis tengah garis horizontal yang letaknya di tengah-tengah nilai

maksimum dan minimum fungsi periodik

geometri cabang matematika yang menerangkan sifat-sifat garis, sudut,

bidang, dan ruang

grafik grafik suatu persamaan dalam x dan y merupakan himpunan semua

titik (x, y) pada bidang koordinat yang memenuhi persamaan tersebut

identitas polinomial persamaan polinomial yang selalu benar untuk setiap

kemungkinan nilai variabelnya

identitas trigonometri persamaan trigonometri yang selalu benar untuk

setiap kemungkinan nilai variabelnya

invers matriks jika A adalah sebuah matriks berordo nxn dan I adalah
matriks identitas berordo nxn, maka invers matriks A, dinotasikan

dengan A, adalah matriks yang memenuhi sifat A- A'=A"-A=1

kesamaan dua matriks matriks A dan B dikatakan sama, dinotasikan
dengan A = B, jika dan hanya jika matriks A dan matriks B mempunyai
ordo yang sama serta semua elemen-elemen yang seletak pada matriks

A dan B mempunyai nilai yang sama, a; =b, (untuk semua nilai i dan j)
koefisien utama koefisien dari suku utama polinomial
koefisien faktor numerik dari suatu monomial
konjugat bentuk sekawan dari bilangan kompleks z = x +iy yang dinyatakan
dalam bentuk z =x—iy

konstanta monomial yang tidak memuat variabel
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komposisi transformasi transformasi majemuk yang memuat lebih dari

satu transformasi

logaritma komponen pangkat yang diperlukan untuk memangkatkan
bilangan dasar supaya mendapatkan bilangan tertentu (jika bilangan

dasarnya 10, maka log 100 = 2, artinya 10 pangkat 2 = 100)

matriks susunan bilangan yang disusun dalam suatu jajaran berbentuk
persegi panjang yang terdiri atas baris-baris dan kolom-kolom. Kelompok
bilangan tersebut di dalam kurung biasa “( )”, kurung siku “[ ]”, atau

« ||

matriks baris matriks yang berordo 1xn. Matriks baris terdiri atas satu

”»

baris dan memuat n elemen

matriks datar matriks yang berordo mxn dengan nilai m < n yang berarti

banyak kolom lebih banyak daripada banyak baris

matriks diagonal matriks persegi yang elemen-elemennya bernilai nol

terkecuali elemen-elemen yang terletak pada diagonal utama

matriks identitas matriks diagonal dengan elemen-elemen pada diagonal

utamanya bernilai satu

matriks kolom matriks yang berordo mx1. Matriks kolom terdiri atas satu

kolom dan memuat m elemen
matriks nol matriks yang semua elemen-elemennya bernilai nol
matriks persegi matriks yang berordo mxn dengan nilai m=n

matriks segitiga matriks persegi yang semua elemen-elemennya yang

berada di bawah atau di atas diagonal utama bernilai nol

matriks simetris matriks persegi dengan elemen-elemen yang letaknya
simetris terhadap diagonal utama bernilai sama, elemen a, sama dengan

elemen g, dengan i#j

matriks tegak matriks yang berordo mxn dengan nilai m>n yang berarti

banyak baris lebih banyak dari pada banyak kolom
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matriks transpos matriks baru yang diperoleh dengan cara menukar
elemen-elemen pada baris suatu matriks menjadi kolom dan sebaliknya

elemen-elemen pada kolom menjadi baris

metode Horner salah satu cara untuk melakukan pembagian polinomial

dan merupakan bentuk penyederhanaan dari pembagian bersusun

minor dan kofaktor matriks jika A adalah sebuah matriks persegi, maka
minor elemen a, dinotasikan m, dan di definisikan sebagai determinan
dari matriks yang diperoleh setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihilangkan

dari matriks A. Kofaktor elemen baris ke-i dan kolom ke-j dinotasikan

ki =(=1)"" M,

modulus nilai dari /x° +y* untuk bilangan kompleks z = x +iy

monomial suatu bilangan, suatu variabel berpangkat bilangan cacah,
atau perkalian antara bilangan dan satu atau lebih variabel-variabel

berpangkat bilangan cacah

ordo matriks ukuran dari suatu matriks yang ditentukan oleh banyak baris

dan banyak kolom pada matriks itu

pengurangan matriks jika matriks A dan B adalah matriks-matriks yang
berordo mxn, pengurangan matriks A dengan matriks B didefinisikan

sebagai jumlah antara matriks A dengan lawan dari matriks B

penjumlahan matriks penjumlahan dua matriks dilakukan dengan cara

menjumlahkan elemen-elemen matriks A dan B yang seletak

perilaku ujung perilaku dari suatu grafik ketika x mendekati tak hingga
atau negatif tak hingga

perkalian matriks jika matriks A adalah matriks berordo mxn dan B adalah
matriks berordo nxp, ada matriks C yang merupakan hasil perkalian
matriks A dengan matriks B atau C=AB. Matriks C berordo mxp dan
elemen-elemen ¢, dihitung dengan cara mengalikan elemen baris ke-i
pada matriks A terhadap elemen kolom ke-j pada matriks B, kemudian

ditambahkan hasilnya
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perkalian matriks dengan skalar jika matriks A matriks yang berordo
mxn dan k adalah bilangan real (k sering disebut skalar), maka kA
menyatakan matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap elemen

pada matriks A dengan k

polinomial bentuk aljabar yang berupa monomial atau penjumlahan dari

dua atau lebih monomial

posisi baku suatu sudut dikatakan dalam posisi baku jika sudut tersebut

memiliki sisi awal sumbu X positif dan pusat putarannya di titik asal (0, 0)

refleksi transformasi yang memindahkan tiap titik pada bidang dengan

menggunakan sifat bayangan oleh suatu cermin

rotasi transformasi yang memindahkan suatu titik dengan cara memutar

titik tersebut sejauh a derajat terhadap suatu titik tertentu
sudut negatif sudut yang putarannya searah dengan putaran jarum jam

sudut positif sudut yang putarannya berlawanan arah dengan putaran
jarum jam

sudut di dalam trigonometri, sudut dapat dipandang sebagai perputaran
sinar garis dari sisi awal menuju sisi akhir

suku utama suku dari fungsi polinomial yang memiliki derajat tertinggi

teorema factor suatu teorema yang menyatakan bahwa x—c merupakan
faktor dari polinomial P(x) jika dan hanya jika P(c) = 0

teorema sisa suatu teorema yang menyatakan bahwa jika polinomial P(x)
dibagi dengan x-c, sisanya sama dengan P(c)

transformasi geometri perubahan posisi atau ukuran dari suatu objek geometri

(titik, garis, kurva, dan himpunan titik-titik klain) pada bidang

translasi transformasi yang memindahkan suatu titik pada bidang dengan arah

dan jarak tertentu
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Judul lain dapat dilihat di:
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I Profil llustrator

Nama Lengkap : Yol Yulianto

Email : yolyulianto@gmail.com

IG : https://www.instagram.com/
yolyulianto/

Alamat Instansi : Taman Rembrandt Blok R.04 No.88
Citra Raya Tangerang

Bidang Keahlian : [lustrasi

Riwayat pekerjaan/profesi dalam 10 tahun terakhir:

1. Ilustrator Majalah Anak Ina, tahun 1998-2000

2. Ilustrator Majalah Ori-Kompas Gramedia, tahun 2001-2010
3. TIlustrator Majalah Superkids Junior, tahun 2011-2014

4. TIlustrator Freelance, tahun 2015-sekarang

Riwayat Pendidikan Tinggi dan Tahun Belajar:

1. SD Negeri Panggung 1 Semarang tahun belajar 1979-1985
2. SMP Negeri 3 Semarang tahun belajar 1985-1988

3. SMA Negeri 1 Semarang tahun belajar 1988-1991

4. FT Arsitektur Undip Semarang tahun belajar 1991-1996

Judul Buku dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir):

Rumah Ajaib, Penerbit Elaxmedia Komputindo, tahun 2009
Karnaval Loli, Penerbit Elaxmedia Komputindo, tahun 2009

Seri Buku Stiker Kolase, Penerbit Bhuana Ilmu Populer, tahun 2010
Cerita Rakyat Nusantara. Penerbit Bhuana Ilmu Populer, tahun 2012
Siri Cerita Berirama, Penerbit PTS Malaysia, tahun 2016

Seri Komilag , Direktorat PAUD dan Dikmas, tahun 2016-2017

Seri Aku Anak Cerdas, Penerbit Bhuana Ilmu Populer, tahun 2018
Seri 60 Aktivitas Anak, Penerbit Bhuana Ilmu Populer, tahun 2019
Seri Tangguh Bencana, Direktorat PAUD dan Dikmas, tahun 2019

A N AL I e

Penghargaan:

Juara Pertama Lomba Komik Departemen Agama tahun 2004
Juara Pertama Lomba Maskot Pilkada Kab. Pidie Jaya tahun 2017
Juara Pertama Lomba Maskot Pilkada Kab. Mamasa tahun 2017
Lima karya terbaik Lomba Maskot Germas tahun 2018

Juara Pertama Lomba Maskot Pilkada Kota Bitung tahun 2019
Juara Pertama Lomba Maskot Pilkada Kota Manado tahun 2019

A
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I Profil Penyunting

Nama Lengkap : Seni Asiati, M.Pd

Email : seniasiatibasin@gmail.com

Alamat Kantor : Jalan Gereja Tugu Semper Jakarta Utara
Bidang Keahlian : Penulis dan editor

Buku yang Pernah Ditelaah, Direviu, Dibuat llustrasi, dan/atau Dinilai
(10 Tahun Terakhir):

1.

Editor Buku Teks Pelajaran Seni Budaya Kelas VII, VIII Puskurbuk
Kemendikbud (2013 dan 2017)

Editor Buku Teks Pelajaran Prakarya Kelas VII Puskurbuk Kemendikbud
(2013)

Editor Buku Teks Pelajaran PJOK Kelas VII dan VIII Puskurbuk
Kemendikbud (2013 dan 2017)

Editor Buku Tematik SD Kelas II dan Kelas V Puskurbuk Kemendikbud
(2015)

Editor Buku Teks Psikologi Lansia Kelas X Puskurbuk kemendikbud
(2019)

Editor Buku Guru Seni Musik Kelas IV dan kelas VII (2020)
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I Profil Penata Letak (Desainer)

Nama Lengkap : Dono Merdiko

Email : donoem.2019@gmail.com
Instansi : Independen

Alamat Instansi : J1. Akmaliah No. 24, 13730
Bidang Keahlian : Desainer Buku

Riwayat Pekerjaan/Profesi (10 Tahun Terakhir)

1. Penata Letak Mizan Group. 2013-2021

2. Penata Letak Penerbit Kasyaf. 2005-2021

3. Penata Letak BTP Tematik Pusat Kurikulum dan Perbukuan. 2014-2019
Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar

1. Bina Sarana Informatika, Manajemen Informatika, 2002

Buku yang Pernah dibuat llustrasi/desain (10 tahun terakhir)

1. Buku Seri Tematik, Pusat Kurikulum dan Perbukuan 2014-2019
2. Buku Agama Mizan Group. 2013-2021
3. Buku Agama Penerbit Kasyaf. 2005-2021
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